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ノート 6：非斉次連立線形微分方程式

Set of inhomogeneous linear differential equations

Aは定数成分を持つ n次の正方行列，x(t)は未知関数を成分とする n次元ベクトル，b(t)は既知関

数を成分とする n次元ベクトルとする：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a1n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

 x(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 b(t) =


b1(t)

b2(t)
...

bn(t)

 (1)

このとき，非斉次の微分方程式
dx

dt
= Ax(t) + b(t) (2)

を考える．tの関数であることを強調するために b(t)と書いている．この式は

ẋ1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + b1(t) ,

ẋ2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + b2(t) ,
...

ẋn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn + bn(t)

という n個の方程式の組に他ならない．

非斉次方程式の解は，斉次方程式の解から定数変化法 (method of variation of constants) によっ

て求められる．まず，斉次方程式（b(t) ≡ 0の場合）の解は

x(t) = etA x(0) (3)

であったが，定数ベクトル x(0)の部分を tの関数 y(t)で置き換えて

x(t) = etA y(t) (4)

とおいて，方程式 (2)に (4)を代入すると，

dx

dt
=

d

dt
(etA y(t)) = AetA y(t) + etA

dy

dt
= Ax(t) + b(t) = AetA y(t) + b(t)

etA
dy

dt
= b(t)

dy

dt
= e−tA b(t) (5)

を得る．変数 tを sで置き換えて，sについて 0から tまで積分すると，∫ t

0

dy

ds
ds = y(t)− y(0) =

∫ t

0
e−sA b(s) ds

y(t) = y(0) +

∫ t

0
e−sA b(s) ds (6)
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これを (4)を代入すると，

x(t) = etA y(t) = etA y(0) + etA
∫ t

0
e−sA b(s) ds

= etA y(0) +

∫ t

0
e(t−s)A b(s) ds (7)

を得る．(4)で t = 0とおくとx(0) = y(0)である．第 2項は畳み込み積分を使って求められる．ただ

し，行列とベクトルの積を計算した後で各成分ごとに畳み込み積分を計算しなければならない．以

上の結果は次の公式にまとめられる：

公式 (Useful formula)：非斉次連立線形微分方程式

dx

dt
= Ax(t) + b(t)

の初期値問題の解は形式的に

x(t) = etA x(0) +

∫ t

0
e(t−s)A b(s) ds (8)

で与えられる．この結果は公式として用いてよい．

例題：

d

dt

(
x

y

)
=

(
7 8

−1 1

)(
x

y

)
+

(
et

e3t

)

を解いてみよう．まず行列Aの固有値問題を解くと，固有値 λ1 = 3, λ2 = 5 と固有ベクトル

v1 =

(
2

−1

)
, v1 =

(
4

−1

)

が得られる．縦ベクトルを並べて行列

U = (v1 v2) =

(
2 4

−1 −1

)
, Λ =

(
λ1 0

0 λ2

)
=

(
3 0

0 5

)

を定めると， 固有ベクトルの条件式Avi = λivi (i = 1, 2)はまとめて

AU = UΛ

と書かれる．したがってA = UΛU−1であり，

etA = etUΛU−1
= UetΛU−1 =

(
2 4

−1 −1

)(
e3t 0

0 e5t

)
·1
2

(
−1 −4

1 2

)
=

1

2

(
−2e3t + 4e5t −8e3t + 8e5t

e3t − e5t 4e3t − 2e5t

)

を得る（検算：t = 0を代入すると単位行列になり，tについて微分してから t = 0を代入すると A

になることを確かめよ）．ϕα,n(t) =
1

(n−1)! t
n−1 eαt という記法を使うと，

etA =
1

2

(
−2ϕ3,1 + 4ϕ5,1 −8ϕ3,1 + 8ϕ5,1

ϕ3,1 − ϕ5,1 4ϕ3,1 − 2ϕ5,1

)
, b(t) =

(
et

e3t

)
=

(
ϕ1,1

ϕ3,1

)
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と書ける．行列とベクトルのたたみ込み積は(
a b

c d

)
∗

(
x

y

)
=

(
a ∗ x+ b ∗ y
c ∗ x+ d ∗ y

)

の形で定義される．これらのたたみ込み積は，公式ϕα,1∗ϕβ,1 =
1

α−β (ϕα,1−ϕβ,1)およびϕα,1∗ϕα,1 =

ϕα,2 を用いて計算できる．結果だけを書くと∫ t

0
e(t−s)A b(s) ds =

1

2

(
−2ϕ3,1 + 4ϕ5,1 −8ϕ3,1 + 8ϕ5,1

ϕ3,1 − ϕ5,1 4ϕ3,1 − 2ϕ5,1

)
∗

(
ϕ1,1

ϕ3,1

)

=
1

2

(
−5ϕ3,1 + 5ϕ5,1 − 8ϕ3,2

3
2ϕ3,1 − 1

4ϕ1,1 − 5
4ϕ5,1 + 4ϕ3,2

)

となる．以上より，この例題の解は

x(t) = etAx(0) +

∫ t

0
e(t−s)A b(s) ds

=
1

2

(
−2e3t + 4e5t −8e3t + 8e5t

e3t − e5t 4e3t − 2e5t

)(
x(0)

y(0)

)
+

1

2

(
−5e3t + 5e5t − 8 te3t

3
2e

3t − 1
4e

t − 5
4e

5t + 4 te3t

)

となる（検算：非斉次項は t = 0を代入すると 0になることを確かめよ）．

演習 6-1. 　以下の微分方程式の初期値問題を解け．ただし，初期値問題を解くとは，x(t), y(t)

などを x(0), y(0), tの関数で表すことである．なお，これらの問題を解くために，前回のプリント

の演習問題の結果を利用してもよい．

(1)
d

dt

(
x

y

)
=

(
5 3

3 5

)(
x

y

)
+

(
et − e2t

et + e2t

)

(2)
d

dt

(
x

y

)
=

(
3 4

0 3

)(
x

y

)
+

(
e−3t

e3t

)

(3)
d

dt

(
x

y

)
=

(
7 −5

10 −7

)(
x

y

)
+

(
cos t

sin 2t

)

(4)
d

dt

(
x

y

)
=

(
−1 8

−2 7

)(
x

y

)
+

(
e2t

e3t

)


