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前置き 
• 本講演の内容は、物理数学としては、既
知の結果だろうと思います。 

• 自分で答えを出した後で文献を調べたと
ころ、似たような主張が書いてある文献
を見つけることができました。 

• それでもこれと同じ結論に至る計算や証
明を明示している文献は見つかりません
でした。 

• 内容は教育的であると思われるので、ご
紹介します。 
 



背景 
• ３次元空間中の質点の運動方程式 
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• 角運動量とエネルギーが保存 
• 運動方程式は求積できる（形式的に解け
る） 

• 力の大きさが距離の２乗に反比例する中
心力場（万有引力やクーロン電気力）の
場合、解は具体的に求められる（楕円・
放物線・双曲線） 
 



問題 
• モノポール磁場そのものは、距離の２乗
に反比例する中心力的な場 
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• 中心力に加えてモノポール磁場のローレ
ンツ力が働く場合、質点の運動はいかな
るものか？ 
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答え 
中心力に加えてモノポール磁場のローレン
ツ力が働く場合の質点の運動は、中心力だ
けを受けて平面上を動く質点の運動を、円
錐面に変換した運動になる。軌道の形だけ
でなく時間依存性も。 

中心力だけの下での運動 
中心力とローレンツ力
の下での運動 

切って丸める 
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証明1 
運動方程式 
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証明2 
修正された角運動量（ポアンカレ・ベクトル）の保存則 
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𝑱 と 𝒓 のなす角を 𝜃 とすると 
𝑟𝑟 cos𝜃 = 𝒓 ∙ 𝑱 = −𝑒𝑔𝑟 
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ゆえに、質点は 𝑱 を軸
とする一定の円錐面上
を動く。 保存ベクトル 𝑱  

一定の角 𝜃 



証明3 
極座標 𝑟,𝜃,𝜙 を用いて運動方程式を書き換
えると 
 
 
 
さらに 𝜉 = 𝜙 sin𝜃 ,𝑋 = 𝑟 cos 𝜉 ,𝑌 = 𝑟 sin 𝜉 
（これは円錐を平面に展開する座標になっている）とお
くと、 

𝑚 �̈� − 𝑟�̇�2sin2𝜃 = 𝐹(𝑟) 

𝑚 2�̇��̇� sin𝜃 + 𝑟�̈� sin𝜃 = 0 

cos𝜃 = −𝑒𝑔/𝑟 

𝑚�̈� = 𝐹 𝑟 cos 𝜉 = 𝐹𝑥 

𝑚�̈� = 𝐹 𝑟 sin 𝜉 = 𝐹𝑦 



まとめ 
• 中心力とモノポール磁場のローレンツ力
を受けて動く質点の運動は、中心力だけ
を受けて動く質点の平面上の運動を、円
錐面に変換したものになっている。 

• 作図によって平面上の軌道を円錐上の軌
道に変換するのは容易であり、視覚的・
触覚的に訴えることができる。 

• 保存量を見つけ、適切な座標変換を施し
て運動方程式を解くという力学の演習問
題にもってこいの課題だと思われる。 



その他の話題 
• 力の大きさが距離の２乗に反比例する引
力場では、質点の有界軌道は初期条件に
よらず閉軌道になる（ケプラーの法則、
ベルトランの定理）。 

• モノポール磁場がある場合でも 

𝑈 𝑟 = −
𝜅
𝑟

+
𝑒𝑔 2
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というポテンシャルの下では、有界軌道
は必ず閉軌道になる（MIC-Kepler 
problem）。 



公開資料 
今回のプレゼン資料、紙工作の資料、詳し
い計算ノート、参考文献リストをネットに
公開してあります。 
「谷村省吾」で検索してください。 
http://www.phys.cs.is.nagoya-u.ac.jp/~tanimura/ 
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