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心柱モデル (5)

世戸 憲治 ∗

Model of Central Pillar (5)

Kenji Seto∗

1 はじめに

前回の「心柱モデル (4)」 (『数学・物理通信』14巻 7号) では，東京スカイツリーに付いている心柱を力学的

にモデル化し，塔と心柱の間にダンパー (damper 減衰器) を入れたときの解析を試みた．しかしこの前回のも

のは，方程式を解きやすくするために，塔と心柱を，構造的にまったく同じモデルにしてしまったために，せっ

かく付けたダンパーの効果が発揮されないものになってしまった．そこで今回は，この塔と心柱という２つの振

動系に構造的違いを持たせ，ダンパー効果が発揮されるような解析を試みる．

2 モデルの設定とその力学的解析

2.1 方程式の導入

モデルの設定と，その方程式の導入に関し，この 2.1節で書くことは前回導入したものと同じであるが，記述

の独立性のため，くり返し記載しておく．

図 1 今回，考慮した心柱モデル (これは前回の図 2と同じもの)

ここでは図 1に示すようなモデルを考える．すなわち，一定の長さを持つ棒を地面に垂直に立て，その地上に

∗ 北海学園大学名誉教授
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出ている部分の長さを ℓ0 とする．さらにこの先に長さ ℓ1 の棒を自由に回転できるように取り付け，この先に

は，質量 m1 の錘を付けておく．このままでは，この 2番目に付けた棒は倒れてしまうので，自然長が ℓ0 + ℓ1

よりも長いばね S1 を用意し，最初に地面に埋めた棒の根本と錘 m1 の間に取り付けておく．さらにここでは，

これまで述べた構造と同種のものをもう一つ用意し，水平距離で，ℓS だけ離れたところに設置しておく．ただ

し，この後で設置した 2本の棒の長さは，最初に設置した棒の長さと同じく ℓ0, ℓ1 とするが，錘とばねについ

ては，それぞれ，m2 , S2 としておく．さらに，この 2個の錘 m1, m2 の間には，ばね定数 k, 自然長が地中に

埋めた 2本の棒の距離と同じ ℓS のばね S3 と，ダンパー係数 c のダンパーを取り付ける．以下では，この初め

に述べた方の振動系を m1 系，後で述べた方の振動系を m2 系と呼ぶことにする．

運動方程式を立てるにあたって，水平右向きに x 軸，鉛直上向きに y 軸をとり，原点は地面が動いてい

ないときの初めに立てた棒の根元にとることにする．この座標設定で，錘 m1, m2 の座標を，それぞれ，

(x1, y1), (x2, y2) とする．地震が起きたときは地面全体が水平方向に動くので，時刻 t における地震による動

きを，右向きを正として，f(t) とする．また，地震が起きたときの時刻 t における錘 m1, m2 を付けている長

さ ℓ1 の 2本の棒の傾き角を，それぞれ，θ, ϕ とすると，

x1 = f(t) + ℓ1 sin θ, y1 = ℓ0 + ℓ1 cos θ,

x2 = f(t) + ℓ1 sinϕ+ ℓS , y2 = ℓ0 + ℓ1 cosϕ
(2.1)

と表わされる．また，m1 系，m2 系それぞれの上に付けた 2本の棒が，錘 m1, m2 に作用する力の大きさを，

それぞれ，F1, F2 とする．また，ばね S1, S2 が，錘 m1, m2 に作用する力の大きさを，それぞれ，FS1, FS2

とし，これら力が鉛直線となす角を，それぞれ，α, β とする．以上の準備の基に，錘 m1, m2 の運動方程式を

書き下すと

m1ẍ1 =F1 sin θ + FS1 sinα+ k(x2 − x1 − ℓS) + c(ẋ2 − ẋ1), m1ÿ1 = F1 cos θ + FS1 cosα−W1,

m2ẍ2 =F2 sinϕ+ FS2 sinβ − k(x2 − x1 − ℓS)− c(ẋ2 − ẋ1), m2ÿ2 = F2 cosϕ+ FS2 cosβ −W2

(2.2)

となる．ここでは以下でも説明するように，錘 m1, m2 の微小振動しか考えないので，これら錘の間に付けた

ばね S3 とダンパーによる力は水平方向にしか作用しないものとし，y 方向の運動方程式には入れていない．ま

た，y 方向の方程式に含まれる W1, W2 は，それぞれ，錘 m1, m2 に作用する重力で，重力加速度 g を用い

て，Wi = mig, (i = 1, 2) と書かれる．

さらに，ばね S1, S2 の傾き角 α, β は，θ, ϕ によって決まる量であることを注意しておく．何故なら，m1

系の棒 ℓ0, ℓ1 とばね S1 が作る三角形，および，m2 系の棒 ℓ0, ℓ1 とばね S2 が作る三角形のそれぞれに，三角

関数の正弦定理を適用すると，
sinα

ℓ1
=

sin θ

S1
,

sinβ

ℓ1
=

sinϕ

S2
(2.3)

が成立するからである．ここに，S1, S2 は，それぞれ，ばね S1, S2 の装着時の長さである．

以上で，求めるべき方程式はすべて求めたが，このまま解析的に解くには，あまりに煩雑すぎて扱えない．こ

こでは，錘 m1, m2 の微小振動だけを扱うことにして，上に付けた棒の傾き角 θ, ϕ は微小量として，三角関数

の線形近似式

sin θ ≃ θ, cos θ ≃ 1, sinϕ ≃ ϕ, cosϕ ≃ 1 (2.4)

を採用する．また，ばねの傾き角 α, β もこれに準じるものとし，このときは，2本のばねの装着時の長さ S1, S2
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は S1 ≃ S2 ≃ ℓ0 + ℓ1 と近似されることを考慮して，(2.3) 式を

α = λ θ, β = λϕ, λ =
ℓ1

ℓ0 + ℓ1
< 1 (2.5)

と書き換えるものとする．

以上の近似式を用いて，(2.1) (2.2) 式を書き直すと，

x1 = f(t) + ℓ1θ, y1 = ℓ0 + ℓ1,

x2 = f(t) + ℓ1ϕ+ ℓS , y2 = ℓ0 + ℓ1
(2.6)

および，

m1

(
f̈ + ℓ1θ̈

)
=F1θ + λFS1θ + k ℓ1(ϕ− θ) + c ℓ1(ϕ̇− θ̇), 0 = F1 + FS1 −W1,

m2

(
f̈ + ℓ1ϕ̈

)
=F2ϕ+ λFS2ϕ− k ℓ1(ϕ− θ)− c ℓ1(ϕ̇− θ̇), 0 = F2 + FS2 −W2

(2.7)

となる．ここで，0 = で始まる 2つの式から未知数 F1, F2 を求め，残る 2式に代入し，整理すると，

m1ℓ1θ̈ +
[
(1− λ)FS1 + k ℓ1 −W1

]
θ + c ℓ1θ̇ − k ℓ1ϕ− c ℓ1ϕ̇ = −m1f̈ ,

m2ℓ1ϕ̈+
[
(1− λ)FS2 + k ℓ1 −W2

]
ϕ+ c ℓ1ϕ̇− k ℓ1θ − c ℓ1θ̇ = −m2f̈

(2.8)

となる．これら２式の右辺にある −m1f̈ , −m2f̈ は地震動による慣性力である．また，ここで，FS1, FS2 が

まだ残っているが，ここでは，錘 m1, m2 の微小振動を仮定しているので，ばね S1, S2 の装着時の長さは振動

中も一定としてよく，FS1, FS2 も一定値となる．したがって，これは振動系を最初に決める段階で決まってし

まう量と考えてよい．

以下では，この方程式 (2.8) を，より簡素化するために係数を

ω 2
1 =

(1− λ)FS1 + k ℓ1 −W1

m1ℓ1
, ω 2

2 =
(1− λ)FS2 + k ℓ1 −W2

m2ℓ1
,

τ 2
1 =

k

m1
, τ 2

2 =
k

m2
, γ1 =

c

m1
, γ2 =

c

m2

(2.9)

と置き換える．ここで，2つのことを注意しておく．この新しく導入した 6個の係数 ω1, ω2, τ1, τ2, γ1, γ2 はい

ずれも時間の逆数の次元を持つこと．もう一つは，これらの量は，すべて独立という訳ではなく，τ 2
1 , τ 2

2 , γ1, γ2

の間には，
τ 2
1

τ 2
2

=
γ1
γ2

(2.10)

の関係があることを注意しておく．

実際の地震動は，種々の振動数が混じったものであるが，ここでは，一つの試行実験をするだけなので，以下

では，地震振動を振動数 ωe の単振動と仮定して，

f(t) = f0 sin(ωet) (2.11)

と置くことにする．

以上をまとめて，方程式 (2.8) を，行列形式で書き直すと，(
d2/dt2 + ω 2

1 + γ1d/dt −τ 2
1 − γ1d/dt

−τ 2
2 − γ2d/dt d2/dt2 + ω 2

2 + γ2d/dt

)(
θ

ϕ

)
=

f0 ω
2

e

ℓ1
sin(ωet)

(
1

1

)
(2.12)

となる．
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2.2 方程式の解法

2個の未知変数 θ, ϕ に関する連立微分方程式 (2.12) の一般解を求めるには，斉次部分の一般解と非斉次部分

の特解を求めて，それらの和をとるとよい．ここでは，先に斉次部分(
d2/dt2 + ω 2

1 + γ1d/dt −τ 2
1 − γ1d/dt

−τ 2
2 − γ2d/dt d2/dt2 + ω 2

2 + γ2d/dt

)(
θ

ϕ

)
=

(
0

0

)
(2.13)

について考察してみよう．ここで，θ, ϕ を

θ =
f0
ℓ1

A1 e
Ω t, ϕ =

f0
ℓ1

A2 e
Ω t (2.14)

と置くが，無次元数 f0/ℓ1 付けて定義したのは，後の式を簡素化するためである．これを方程式に代入すると，

A1, A2 に関する代数方程式(
Ω2 + ω 2

1 + γ1Ω −τ 2
1 − γ1Ω

−τ 2
2 − γ2Ω Ω2 + ω 2

2 + γ2Ω

)(
A1

A2

)
=

(
0

0

)
(2.15)

を得る．ここで係数 A1, A2 が両方ともゼロにならないためには，係数行列の行列式の値がゼロでなければなら

ない．そこで，Ω の関数 D(Ω) を

D(Ω) =

∣∣∣∣∣Ω
2 + ω 2

1 + γ1Ω −τ 2
1 − γ1Ω

−τ 2
2 − γ2Ω Ω2 + ω 2

2 + γ2Ω

∣∣∣∣∣
= Ω4 +

(
γ1 + γ2

)
Ω3 +

(
ω 2
1 + ω 2

2

)
Ω2 +

[(
ω 2
1 − τ 2

1

)
γ2 +

(
ω 2
2 − τ 2

2

)
γ1

]
Ω + ω 2

1 ω 2
2 − τ 2

1 τ 2
2 (2.16)

と定義したとき，

D(Ω) = 0 (2.17)

となるような Ω を求めなければならない．これは 4次の代数方程式であり，解析的に解くことは，L. Ferrari

の方法を用いて可能ではある．しかし，たいへん面倒なことになってしまいそこから定性的なことを理解するこ

とはほとんど不可能である．そこで，数式処理ソフト Maxima を用いて解かせたところ，スタートしてから 10

分ほど待たされてから出た答えは，画面上で 100行ほどもあり，そこから何かを解釈できるようなものではな

かった．そこで，6個の係数 ω1, ω2, τ1, τ2, γ1, γ2 に具体的値を入れてから解かせると，簡潔な解がでるはず

で，1例として，

ω1 = 100, ω2 = 1, τ1 = 1, τ2 = 2, γ1 = 1, γ2 = 4 (2.18)

という値を入れて解かせてみた．得られた 4個の答えを，有効数字 5桁の精度で書くと，

Ω = −0.49914± 99.963 i, Ω = −2.0009± 0.21195 i (2.19)

という結果であった．ここで，i は虚数単位である．これから想像するに，この 4次方程式 (2.17) の解は，一

般に

ΩH(±) = −γH ± i ωH , および，ΩL(±) = −γL ± i ωL, γH , γL > 0 (2.20)
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の形をしていると考えられる．ここで，添え字の H, L は，虚数部分 ωH , ωL，すなわち後で，固有振動数に

なる部分の振動数が高い方に H，低い方に L を付けることにし，実数部もそれに準じて γH , γL と添え字を付

けることにした．

4次方程式 (2.17) がこのような解を持つということは，D(Ω) が

D(Ω) =
[(
Ω + γH

)2
+ ω 2

H

][(
Ω + γL

)2
+ ω 2

L

]
(2.21)

と因数分解されることを意味する．そこで，D(Ω) の定義式 (2.16) とこの式とで，Ω の各巾の係数を比較して

みると，

γ1 + γ2 = 2(γH + γL),

ω 2
1 + ω 2

2 = γ 2
H + γ 2

L + 4γHγL + ω 2
H + ω 2

L(
ω 2
1 − τ 2

1

)
γ2 +

(
ω 2
2 − τ 2

2

)
γ1 = 2

[
γH
(
γ 2
L + ω 2

L

)
+ γL

(
γ 2
H + ω 2

H

))]
,

ω 2
1 ω 2

2 − τ 2
1 τ 2

2 =
(
γ 2
H + ω 2

H

)(
γ 2
L + ω 2

L

)
(2.22)

という 4本の式を得る．ここで注意すべきは，ダンパーを付けたことによる減衰効果を示すためには，γH , γL

は正の量でなければならない．この理由から，この 4本の式の右辺はすべて正になるので，左辺の値もすべて正

にならなければならない．第 1式，第 2式の左辺は正になるが，この第 3式，第 4式の左辺も正になることが，

(2.20) 式の形の解を持つための必要条件となる．なお，この (2.20) 式の解を持つための十分条件も求めたいと

ころであるが，あまりに面倒になるので，これ以上，このことに関しては考察しないことにする．

以上で，斉次部分の方程式 (2.13) の一般解を，形式的ではあるが，(2.20) 式の ΩH(±), ΩL(±)，および，添

え字付き定数 A(±)i, B(±)i, (i = 1, 2) を用いて，

θ =
f0
ℓ1

[
A(+)1e

ΩH(+)t +A(−)1e
ΩH(−)t +B(+)1e

ΩL(+)t +B(−)1e
ΩL(−)t

]
ϕ =

f0
ℓ1

[
A(+)2e

ΩH(+)t +A(−)2e
ΩH(−)t +B(+)2e

ΩL(+)t +B(−)2e
ΩL(−)t

] (2.23)

と表わされる．ただしここで，A(±)1, A(±)2 等は独立ではなく，(2.15) 式，1行目，および，2行目から，[
Ω 2

H(±) + ω 2
1 + γ1ΩH(±)

]
A(±)1 +

[
− τ 2

1 − γ1ΩH(±)

]
A(±)2 = 0,[

− τ 2
2 − γ2ΩH(±)

]
A(±)1 +

[
Ω2

H(±) + ω 2
2 + γ2ΩH(±)

]
A(±)2 = 0

(2.24)

の関係が成り立っている．したがってここでは，これ以降，A(±)1 の添え字 1 は付けないことにして，A(±) と

書き， A(±)2 の方を，

A(±)2 = P(±)A(±), P(±) =
Ω 2

H(±) + ω 2
1 + γ1ΩH(±)

τ 2
1 + γ1ΩH(±)

=
τ 2
2 + γ2ΩH(±)

Ω2
H(±) + ω 2

2 + γ2ΩH(±)
(2.25)

と書くことにする．ここで，P(±) を定義する式が 2本あるのは，ΩH(±) が，方程式 (2.16) (2.17) の解だから

である．
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まったく同じことが，B(±)1, B(±)2 にも言えて，以後，B(±)1 の添え字 1 は付けないで，B(±) と書くことに

し，B(±)2 の方を，

B(±)2 = Q(±)B(±), Q(±) =
Ω 2

L(±) + ω 2
1 + γ1ΩL(±)

τ 2
1 + γ1ΩL(±)

=
τ 2
2 + γ2ΩL(±)

Ω2
L(±) + ω 2

2 + γ2ΩL(±)
(2.26)

と書くことにする．

この書き方で斉次部分の一般解 (2.23) 式を書き直して，

θ =
f0
ℓ1

[
A(+)e

ΩH(+) t +A(−)e
ΩH(−) t +B(+)e

ΩL(+) t +B(−)e
ΩL(−) t

]
,

ϕ =
f0
ℓ1

[
P(+)A(+)e

ΩH(+) t + P(−)A(−)e
ΩH(−) t +Q(+)B(+)e

ΩL(+) t +Q(−)B(−)e
ΩL(−) t

] (2.27)

としておく．

つぎに求めることは非斉次方程式 (2.12) の特解である．ここでは，θ, ϕ が f0/ℓ1 に比例することは確定的な

ので，

θ =
f0
ℓ1

[
C1 sin(ωet) +D1 cos(ωet)

]
, ϕ =

f0
ℓ1

[
C2 sin(ωet) +D2 cos(ωet)

]
(2.28)

と置いて方程式 (2.12) に代入し，行列の 1行目，2行目のそれぞれで，sin(ωet), cos(ωet) それぞれの係数合わ

せをすると，4本の式 (
− ω 2

e + ω 2
1

)
C1 − τ 2

1 C2 − γ1ωe

(
D1 −D2

)
= ω 2

e ,(
− ω 2

e + ω 2
1

)
D1 − τ 2

1 D2 + γ1ωe

(
C1 − C2

)
= 0,

−τ 2
2 C1 +

(
− ω 2

e + ω 2
2

)
C2 + γ2ωe

(
D1 −D2

)
= ω 2

e ,

−τ 2
2 D1 +

(
− ω 2

e + ω 2
2

)
D2 − γ2ωe

(
C1 − C2

)
= 0

(2.29)

を得る．この 4本の式から，C1, C2, D1, D2 を求めるとよいのだが，ここでは先に，2行目，4行目の式から，

D1, D2 を C1 − C2 の関数として求めると，

D1 =
1

Λ
ωe

[
γ1
(
ω 2
e − ω 2

2

)
+ γ2τ

2
1

](
C1 − C2

)
, D2 = − 1

Λ
ωe

[
γ2
(
ω 2
e − ω 2

1

)
+ γ1τ

2
2

](
C1 − C2

)
,

Λ =
(
ω 2
e − ω 2

1

)(
ω 2
e − ω 2

2

)
− τ 2

1 τ 2
2 (2.30)

となる．ここで，分母に付く Λ はこの第 3式で定義するが，この式は

Λ =
[
ω 2
e − ω 2

(+)

][
ω 2
e − ω 2

(−)

]
, ここに　　ω 2

(±) =
1

2

[
ω 2
1 + ω 2

2 ±
√
(ω 2

1 − ω 2
2 )2 + 4τ 2

1 τ 2
2

]
(2.31)

と因数分解されるので，ω 2
e が ω 2

(+) または ω 2
(−) に等しくなるような事態は避けなければならない．これは振

動系を設計する段階で ω 2
(+) はできるだけ大きく，また，ω 2

(−) はできるだけ小さくなるように作り，振動系と地

震動が共振しないようにしなければならない．

この (2.30) 式から D1 −D2 を求めると，

D1 −D2 =
Γ

Λ

(
C1 − C2

)
, ここに Γ = ωe

[(
γ1 + γ2

)
ω 2
e + γ1

(
τ 2
2 − ω 2

2

)
+ γ2

(
τ 2
1 − ω 2

1

)]
(2.32)
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となるので，これを (2.29) の第 1式，第 3式に代入すると，ただし，以下では式が煩雑にならないように，

Γ

Λ
= α (2.33)

と置くことにして，C1, C2 を求めるための方程式(
−ω 2

e + ω 2
1 − αγ1ωe −

(
τ 2
1 − αγ1ωe

)
−
(
τ 2
2 − αγ2ωe

)
−ω 2

e + ω 2
2 − αγ2ωe

)(
C1

C2

)
= ω 2

e

(
1

1

)
(2.34)

を得る．これを解くと，C1, C2 が，

C1 =
1

Π
ω 2
e

[
− ω 2

e + ω 2
2 + τ 2

1 − α
(
γ1 + γ2

)
ωe

]
, C2 =

1

Π
ω 2
e

[
− ω 2

e + ω 2
1 + τ 2

2 − α
(
γ1 + γ2

)
ωe

]
ここに　Π =

(
− ω 2

e + ω 2
1 − αγ1ωe

)(
− ω 2

e + ω 2
2 − αγ2ωe

)
−
(
τ 2
1 − αγ1ωe

)(
τ 2
2 − αγ2ωe

)
(2.35)

と求められる．これから，C1 − C2 は，

C1 − C2 =
1

Π
ω 2
e

[(
τ 2
1 − ω 2

1

)
−
(
τ 2
2 − ω 2

2

)]
(2.36)

となるので，これを (2.30) 式に代入すると，D1, D2 が，最終的に

D1 =
1

ΛΠ
ω 3
e

[
γ1
(
ω 2
e − ω 2

2

)
+ γ2τ

2
1

][(
τ 2
1 − ω 2

1

)
−
(
τ 2
2 − ω 2

2

)]
,

D2 = − 1

ΛΠ
ω 3
e

[
γ2
(
ω 2
e − ω 2

1

)
+ γ1τ

2
2

][(
τ 2
1 − ω 2

1

)
−
(
τ 2
2 − ω 2

2

)] (2.37)

と求められる．

以上で非斉次部分の特解 (2.28) 式で使用する係数 C1, C2, D1, D2 が求められたが，以下では数式簡素化のた

め，この (2.28) 式の形のままで使用することにし，非斉次方程式 (2.12) の一般解は，斉次部分の一般解 (2.27)

に，この非斉次部分の特解を加えることで，

θ =
f0
ℓ1

[
A(+)e

ΩH(+) t +A(−)e
ΩH(−) t +B(+)e

ΩL(+) t +B(−)e
ΩL(−) t + C1 sin(ωet) +D1 cos(ωet)

]
,

ϕ =
f0
ℓ1

[
P(+)A(+)e

ΩH(+) t + P(−)A(−)e
ΩH(−) t +Q(+)B(+)e

ΩL(+) t +Q(−)B(−)e
ΩL(−) t

+ C2 sin(ωet) +D2 cos(ωet)
]

(2.38)

と得られたことになる．

2.3 初期条件の設定

初期条件として，2個の錘 m1, m2 は，地震が始まる瞬間 t = 0 には，両方とも直立で，完全に静止していた

として，

x1(0) = 0, x2(0) = ℓS , ẋ1(0) = 0, ẋ2(0) = 0 (2.39)
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とする．この条件を x1, x2 に適用するには，f(t) = f0 sin(ωet) とした (2.6) 式と，θ, ϕ の一般解 (2.38) 式を

用いて，

x1(t) =f0

[
A(+)e

ΩH(+) t +A(−)e
ΩH(−) t +B(+)e

ΩL(+) t +B(−)e
ΩL(−) t

+
(
1 + C1

)
sin(ωet) +D1 cos(ωet)

]
,

x2(t) =f0

[
P(+)A(+)e

ΩH(+) t + P(−)A(−)e
ΩH(−) t +Q(+)B(+)e

ΩL(+) t +Q(−)B(−)e
ΩL(−) t

+
(
1 + C2

)
sin(ωet) +D2 cos(ωet)

]
+ ℓS

(2.40)

と，x1, x2 の一般解を求めておき，最後に残された 4個の未知数 A(+). A(−), B(+), B(−) を求めることにな

る．ただし，このままでは複素数がたくさん残っているので，ここで x1, x2 が実数のみで表示されるように，

変えたほうが，初期条件を適用し易くなるはずである．そもそも，複素数が入り込んだのは，微分方程式の段階

で，時間の 2階微分の他に，1階微分が入り込んだために，sine 関数の他に cosine 関数も入り込み解析が困難

になったためである．それ故ここでは，三角関数は使わずに，1階微分も 2階微分も同様に扱える指数関数を用

いた解析をした．そのため，(2.20) 式

ΩH(±) = −γH ± i ωH , ΩL(±) = −γL ± i ωL (再掲 2.20)

が入り込んでしまい，これに伴い (2.25) (2.26) 式の P(±), Q(±) という複素数が入り込むことになった．当然

ながら，ΩH(+) と ΩH(−)．および，ΩL(+) と ΩL(−) は，それぞれ，互いに複素共役なので，それらから作られ

た P(+), P(−) および， Q(+), Q(−) も，それぞれ，互いに複素共役になる．そこで，これらも実部，虚部に分

けることにして，

P(±) = PR ± i PI , Q(±) = QR ± iQI (2.41)

と置くことにする．残るは未知数の A(±), B(±) であるが，x1(t), x2(t) が，任意時間で実数になるためには，

A(±), B(±) それぞれの添え字の (+), (−) 同士が，複素共役でなければならず，

A(±) =
1

2

[
AR ± i AI

]
, B(±) =

1

2

[
BR ± i BI

]
(2.42)

と置くことにする．ここで，1/2 を付けて定義したのは，後の式を簡素化するためである．

これらの式を用いて，(2.40) の x1, x2 を書き直すと，長い式になるが，虚数部はすべて消え，

x1(t) =f0 e
−γHt

[
AR cos(ωHt) +AI sin(ωHt)

]
+ f0 e

−γLt
[
BR cos(ωLt) +BI sin(ωLt)

]
+ f0

[(
1 + C1

)
sin(ωet) +D1 cos(ωet)

]
,

x2(t) =f0 e
−γHt

[(
PRAR − PIAI

)
cos(ωHt) +

(
PIAR + PRAI

)
sin(ωHt)

]
+ f0 e

−γLt
[(
QRBR −QIBI

)
cos(ωLt) +

(
QIBR +QRBI

)
sin(ωLt)

]
+ f0

[(
1 + C2

)
sin(ωet) +D2 cos(ωet)

]
+ ℓS

(2.43)

と表わされる．
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ここで，初期条件 (2.39) の最初の 2式，x1(0) = 0, x2(0) = ℓS を適用すると，

AR +BR = −D1, PRAR − PIAI +QRBR −QIBI = −D2 (2.44)

という式を得る．さらに，(2.39) の残りの 2式 ẋ1(0) = 0, ẋ2(0) = 0 を適用して，

γHAR − ωHAI + γLBR − ωLBI = ωe

(
1 + C1

)
γH
(
PRAR − PIAI

)
− ωH

(
PIAR + PRAI

)
+ γL

(
QRBR −QIBI

)
− ωL

(
QIBR +QRBI

)
= ωe

(
1 + C2

) (2.45)

となる．これら (2.44) (2.45) 式から，4個の未知数 AR, AI , BR, BI を求めることになるが，ここでは初め

に，(2.44) 式から BR, BI を， AR, AI の関数として，

BR = −AR −D1, BI =
1

QI

[(
PR −QR

)
AR − PIAI −

(
QRD1 −D2

)]
(2.46)

と求めておき，これを (2.45) 式に代入すると，AR, AI を求めるための方程式(
S11 S12

S21 S22

)(
AR

AI

)
=

(
T1

T2

)
(2.47)

を得る．ここに，

S11 =
(
γH − γL

)
QI − ωL

(
PR −QR

)
,

S12 = ωLPI − ωHQI ,

S21 =
(
γH − γL

)
PRQI − ωHPIQI − ωLPRQR + ωL

(
Q 2

R +Q 2
I

)
,

S22 = −
(
γH − γL

)
PIQI + ωLPIQR − ωHPRQI ,

T1 = QIωe

(
1 + C1

)
+
(
γLQI − ωLQR

)
D1 + ωLD2,

T2 = QIωe

(
1 + C2

)
− ωL

(
Q 2

R +Q 2
I

)
D1 +

(
γLQI + ωLQR

)
D2

(2.48)

と定義する．

方程式 (2.47) を，このままの形で解くと，

AR =
T1S22 − T2S12

S11S22 − S12S21
, AI =

T2S11 − T1S21

S11S22 − S12S21
(2.49)

となるが，この Sij , Ti, (i, j = 1, 2) に (2.48) 式を代入すると，分母，分子にある S11S22 − S12S21, T1S22 −
T2S12, T2S11 − T1S21 の 3個の要素はいずれも，QI という共通因子を持つことが分かる．そこで，

S11S22 − S12S21 = QI ∆, T1S22 − T2S12 = QI U1, T2S11 − T1S21 = QI U2 (2.50)

と置き直して，∆, U1, U2 を求めると，

∆ = ωHωL

[(
PR −QR

)2
+
(
PI −QI

)2]− PIQI

[(
γL − γH

)2
+
(
ωH − ωL

)2]
(2.51)
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と，きれいな形で求められる．また，U1, U2 の方は長い式になるが

U1 =
[
ωe

(
1 + C1

)
+ γLD1

][(
γL − γH

)
PIQI − ωHPRQI + ωLPIQR

]
− ωL

(
QRD1 −D2

)[(
γL − γH

)
PI − ωH

(
PR −QR

)]
+
[
ωe

(
1 + C2

)
+ γLD2 − ωLQID1

][
ωHQI − ωLPI

]
(2.52)

U2 =
[
ωe

(
1 + C2

)
+ γLD2 − ωLQID1

][(
γH − γL

)
QI − ωL

(
PR −QR

)]
−
[
ωe

(
1 + C1

)
+ γLD1

][(
γH − γL

)
PRQI − ωHPIQI + ωLQ

2
I − ωLQR

(
PR −QR

)]
+ ωL

(
QRD1 −D2

)[(
γH − γL

)(
PR −QR

)
− ωHPI + ωLQI

]
(2.53)

と求められる．この ∆, U1, U2 を用いて，(2.49) 式の AR, AI は，分母，分子で QI が消え，

AR =
U1

∆
, AI =

U2

∆
(2.54)

と書き直される．また，BR, BI は (2.46) 式から

BR = −U1

∆
−D1, BI =

1

QI

[(
PR −QR

)U1

∆
− PI

U2

∆
−
(
QRD1 −D2

)]
(2.55)

となる．

これで，すべての未定係数が求められたので，初期条件 (2.39) 式を満たす x1(t), x2(t) の解 (2.43) 式が求め

られたことになる．この式で特徴的なことは，地震から直接受ける振動数 ωe の強制振動は，地震が続くかぎり

継続するが，固有振動の振動数 ωH , ωL の振動は，因子 e−γHt, e−γLt の形でダンパー効果が作用し，時間と共

に減衰することである．

3 おわりに

以上で，ダンパー付心柱モデルの解析が終わったことになるが，この計算を数か月後に読み返したときに，

何と煩雑な計算をやったことかと，自分ながら感心してしまった．最終結果は，(2.43) 式であるが，この中に

は，AR, AI , BR, BI , PR, PI , QR, QI , C1, C2, D1, D2 という 12個もの定数が含まれる．これらすべての定

数は，求めてみたのではあるが，もしこの結果をすべて (2.43) 式に代入してしまうと，この式は数十行にもわ

たる超長い式になってしまうであろう．ということは，いくら解析的に解いたとしても，そこから定性的な中身

を拾い出すことは不可能に近く，解析解の限界を感じてしまう．

話し変わって，θ, ϕ に関する斉次部分の方程式 (2.13) の解とした (2.14) 式に含まれる Ω が (2.20) 式のよ

うに求まったとすると，その指数関数 eΩ t は，

eΩH(±)t = e(−γH±i ωH)t = e−γHt
[
cos(ωHt)± i sin(ωHt)

]
,

および，　　eΩL(±)t = e(−γL±i ωL)t = e−γLt
[
cos(ωLt)± i sin(ωLt)

] (3.1)

と，実部，虚部に分けられる．また，解くべき方程式 (2.13) は，θ, ϕ に関する線形斉次方程式なので，この実

部，虚部，それぞれが解になることに注意して，その一般解を，任意定数 ASi, ACi, BSi, BCi, (i = 1, 2) を
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用いて，

θ =
f0
ℓ1

[
e−γHt

[
AS1 sin(ωHt) +AC1 cos(ωHt)

]
+ e−γLt

[
BS1 sin(ωLt) +BC1 cos(ωLt)

]]
ϕ =

f0
ℓ1

[
e−γHt

[
AS2 sin(ωHt) +AC2 cos(ωHt)

]
+ e−γLt

[
BS2 sin(ωLt) +BC2 cos(ωLt)

]] (3.2)

と置くことができる．この方法を用いると，この段階から虚数を含まない式で解析ができるはずと，初めはこの

方法で計算を始めた．しかし，この (3.2) 式で用いた係数間の関係式を求める段階で面倒なことになってしま

い，途中で諦めてしまった．今回の本文で採用した方法は．そのまま複素解析を引きずることにし，(2.43) 式の

ところで初めて実数だけを用いた計算式になっている．ということで，ダンパー付心柱モデルの解析の難しさを

思う存分味わされてしまった．

またまた話し変わって，今回の計算があまりに面倒なものになってしまったので，より簡単に解けるダンパー

付心柱モデルはないかと，いろいろ考えてみた．そこで思い付いたのが，以下の図 2，図 3に示すモデルである．

図 2の振子モデルは，左に立っているものが塔本体で，右に立っているものが心柱に相当するモデルである．ま

た，図 3の方は，より簡単化するために，心柱と塔本体を同じ振動系として，1次元化したものである．しかし

ながら，ちょっと計算してみると分かることだが，これら 2つのモデルとも，一般的に解こうとすると，4次方

程式を解かなければならず，その煩雑さは今回のものと，ほとんど変わらないということが分かった．

図 2 振り子モデル

図 3 1次元モデル

次回はこれら 2つのモデルについて，先に述べたとおり一般的に解くことは困難なので，特殊な場合に限定し

て解くことにし，長く続いた「心柱モデル」を終えることにしよう．
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「Levi-Civitaの記号の縮約」再論 2
矢野　忠1）

The Contraction of Levi-Civita Symbols Revisited 2
Tadashi YANO

1. はじめに
2. εijkεpqr の行列式表示
3. Levi-Civitaの記号の縮約
4. おわりに
5. 付録

まえおき

このエッセイは「Levi-Civita の記号の縮約」再々論 [1] の改訂版である．話の筋は変え
なかったが，記号の定義をきちんと書いたこと，(2.6)-(2.8) の証明を詳しく述べたこと，
および，付録 1, 2を新たにつけ加えた．付録 1, 2は余計かもしれないが，直観的に正しい
と感じることの具体的な内容の記述である．
この度タイトルを「Levi-Civitaの記号の縮約」再論 2と変更しただけでこの以前のエッ

セイをほぼそのまま再掲するのは，このエッセイの直後に同じタイトルで「Levi-Civitaの
記号の縮約」再論 3 を掲載するためである．事情をご賢察下さい．もちろん文献等の追加
等の細かな修正は行っている．特に， [5]は Levi-Civitaの記号の発見法的な理解には重要
かもしれない．

1 はじめに

愛数協の機関誌「研究と実践」第 18 号に「テンソル解析の学習における問題点」とい
うテーマでエッセイを載せたが [2]，その中で Levi-Civita の記号とその縮約について述べ
た．またその再論として「研究と実践」第 64 号に「Levi-Civita の記号の縮約」再論を載
せた [3]．またその直後に発行された「研究と実践」第 65号に前記の「テンソルの学習に
おける問題点」の改訂版を載せた [4]．これらのエッセイで Levi-Civita の記号とその縮約
については語り尽くしたと思っていたが，そこで述べたのとは異なった証明を『流体力
学』 [6]に見つけた．
天才物理学者 Feynman がどこかで言ったように「人は少なくとも二つ以上の方法で物

1） 元愛媛大学工学部
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事を理解しなければ，その事を分かったことにはならない」から，あえて標題のテーマに
ついて３度目の説明を試みてみよう．

2 εijkεpqr の行列式表示

問題にする重要な関係式について述べる前に，ここで取り扱う記号の定義を述べてお
こう．
それは Kroneckerのデルタ δij と Leivi-Civitaの記号 εijk の定義である．
まず Kroneckerのデルタ δij は

δij =


1, i = j のとき

0, i 6= j のとき
(2.1)

で定義される．
つぎに Levi-Civitaの記号 εijk は

εijk =


1, (i, j, k) = (1, 2, 3)または (2, 3, 1)または (3, 1, 2)のとき

−1, (i, j, k) = (3, 2, 1)または (2, 1, 3)または (1, 3, 2)のとき

0, 上の 2つの場合以外のとき

(2.2)

で定義される．
上で定義された Levi-Civitaの記号の積と Kroneckerのデルタの行列式との間に有用な関

係式

εijkεpqr =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.3)

が成り立つ2）．
『流体力学』（前編） [6] にはこの関係の今まで見たことのなかった証明が与えられてい
る．ここではその証明を述べてみよう．

(2.3)の左辺は εijk と εpqr のテンソル積として 6階のテンソルを表す3）．一方，右辺の行
列式を展開すると δipδjqδkr のような 3個の 2階のテンソル積，すなわち，6階のテンソル
の和になる．

2） ここでは，この (2.3) が与えられた式として証明するという立場だが，その後，ベクトルのスカラー３重積
から導くことを [5]で述べている．

3） この表現はあまり正確ではない．というのは εijk 等は正確には普通のテンソルではないからである．正確
にはこれは相対テンソル（テンソル密度ともいう）と呼ばれているものである．空間反転に対する変換性が普
通のテンソルとは異なっている．しかし，ここでは空間反転をとりあつかわないので，普通のテンソルのよう
に扱っている．
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この等式を証明するには，右辺の行列式の行を，その添字 ijk から 123 の順序となるよ
うに入れ替えれば，行の置換による符号 εijk がくくり出せるから，∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = εijk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ1q δ1r

δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.4)

となる．つぎに同様に行列式の列の順序を pqr から 123 の順序となるように入れ替えれ
ば，行列式の列の置換による符号 εpqr がまたくくり出せて∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = εijkεpqr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ11 δ12 δ13

δ21 δ22 δ23

δ31 δ32 δ33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= εijkεpqr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= εijkεpqr (2.5)

が得られて，式 (2.3)が証明された4）．さすがに流体物理学の研究で業績をあげられた，今
井功先生の証明は簡潔で要を得ている．

4） この証明で直観的に十分かとも思うが，納得できない人のために具体的な証明を付録 1に述べる．
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この式 (2.3)から順次縮約を 1回，2回，3回と行えば，

εijkεiqr =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δii δiq δir

δji δjq δjr

δki δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= δii

∣∣∣∣∣∣δjq δjr

δkq δkr

∣∣∣∣∣∣ − δiq

∣∣∣∣∣∣δji δjr

δki δkr

∣∣∣∣∣∣ + δir

∣∣∣∣∣∣δji δjq

δki δkq

∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣δjq δjr

δkq δkr

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣δjq δjr

δkq δkr

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣δjr δjq

δkr δkq

∣∣∣∣∣∣
= (3 − 1 − 1)

∣∣∣∣∣∣δjq δjr

δkq δkr

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣δjq δjr

δkq δkr

∣∣∣∣∣∣
= δjqδkr − δjrδkq (2.6)

εijkεijr = δjjδkr − δjrδkj

= 3δkr − δkr

= 2δkr (2.7)

εijkεijk = 2δkk = 6 (2.8)

が得られる．ここで２度現れる添字についてはそれぞれ 1-3 までの和をとるという
Einsteinの規約が用いられている．
今井先生の証明を今まで見たから，ついでに藤井昭彦先生の代数的な証明も見ておこ

う5）．その要点は Levi-Civita の記号 εijεpq の行列式表示の導出に端的に現れているから，
そこを見てみよう．

εijεpq は４階のテンソルであるから，２階のテンソル δip, δiq, δjp, δjq の中の２つの積の１
次結合で表されるはずである．ただし，(i, j), (p, q) はそれぞれのペアの添字に関して反対
称でなければならない．そのような組合わせは δipδjq − δiqδjpに限られる．試みに i ↔ j の
交換を行ってみれば，δjpδiq − δjqδip = −(δipδjq − δiqδjp)と i ↔ j の交換に対して反対称と
なっている．また，同様に p ↔ qの交換を行ってみれば，やはり反対称になっていること
が分かる．したがって，aを未定の定数として

εijεpq = a

∣∣∣∣∣∣δip δiq

δjp δjq

∣∣∣∣∣∣ (2.9)

5） これは [7]にエレガントな証明がある．
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と表せる．ここで，i = 1, j = 2, p = 1, q = 2とおけば，a = 1が得られる．したがって

εijεpq =

∣∣∣∣∣∣δip δiq

δjp δjq

∣∣∣∣∣∣ (2.10)

が成り立つことが分かる．これが分かると

εijkεpqr =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δkr

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.11)

εµνρσεαβγδ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δµα δµβ δµγ δµδ

δνα δνβ δνγ δνδ

δρα δρβ δργ δρδ

δσα δσβ δσγ δσδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.12)

が成り立つことは容易に推量できるであろう6）．

3 Levi-Civitaの記号の縮約

「研究と実践」第 18号 [2]に Levi-Civitaの記号の応用についても述べた．これらはもち
ろん私の独創ではなく，テンソル解析の初歩を学んだことのある人なら誰でもよく知って
いることである．問題は

εijkεpqr の行列式表示（または行列式を展開した式）をどう導くか
にかかっていた．しかし，実際に応用として必要とされるのは

εijkεpqr を縮約したときに成り立つ式，(2.6),(2.7),(2.8)
である．特に，(2.6）が重要である．これらが容易に証明できれば，現実の教育に役立つ
ことになる．『物理数学 (I)』 [8]7）はこれに挑戦した恐らくははじめての試みであろう8）．
この試みの教育的実践の成果を詳らかにはしないが，それなりの実績を踏まえていると考
えるのが妥当であろう．そうだとすれば，愛媛大学でもこの Levi-Civita の記号の工学教
育への導入とそのベクトル解析への積極的活用を図るべきであろう．(2.6),(2.7),(2.8) がど
のように用いられるかは前記のエッセイで示したので [4]，ここでは (2.6),(2.7),(2.8) の標
準的な証明を与えておこう．
まず (2.6)の証明を j = kと j 6= kとに分けて考えよう．

6） (2.11), (2.12)等の式の添字でラテン文字は 1-3をとり，ギリシャ文字は 0-3または 1-4をとると約束する．
7） その後 [9]に [8]とほぼおなじ内容が載っていることを知った．これが [8]の文献の原典であろうかと推測さ
れる．

8） もちろん，物理学や数学に進む学生を除いての話である．少し高等な古典力学のテクストである，『古典力
学』（上）第２版 [10]には Levi-Civitaの記号が出ている
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j = kの場合は，Levi-Civitaの記号の定義にしたがって，(2.6)の左辺は

εijj = 0,（j について和をとらない） (3.1)

である．一方 (2.6)の右辺は

δjqδjr − δjrδjq = 0,（j について和をとらない） (3.2)

で (2.6)が成立することが分かる．
j 6= kの場合は，(j, k) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)の場合とその逆順の (j, k) = (2, 1), (3, 2), (1, 3)

の場合がある．逆順の場合は新たに考える必要がないことを後に示す．ここでは
(j, k) = (1, 2)について調べてみよう．このとき (2.6)の左辺は

εi12εiqr = ε312ε3qr = ε3qr =


1, (q = 1, r = 2)

−1, (q = 2, r = 1)

0, (上の場合以外)

(3.3)

である．一方，(2.6)の右辺は

δ1qδ2r − δ1rδ2q =


1, (q = 1, r = 2)

−1, (q = 2, r = 1)

0, (上の場合以外)

(3.4)

で，(2.6)が成り立つ．(j, k) = (2, 3), (3, 1)の場合も同様である9）．
(j, k) = (2, 1), (3, 2), (1, 3)の場合は j ↔ kの交換に対して (2.6)が

εikjεiqr = δkqδjr − δkrδjq (3.5)

となるが，これは
−εijkεiqr = −(δjqδkr − δjrδkq) (3.6)

となり，これは (2.6)と同じであるので，新たに証明する必要がない．
(2.7)の証明は (2.6)で j と qについて縮約すれば，

εijkεijr = δjjδkr − δjrδkj

= 3δkr − δkr

= 2δkr (2.7)

9） 話の筋としてはそのとおりであるが，付録 2に (j, k) = (2, 3), (3, 1)の場合も示しておく．
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と証明される．
さらに，(2.8)の証明は (2.7)で kと rについて縮約すれば

εijkεijk = 2δkk = 2 · 3 = 6 (2.8)

と証明される．

4 おわりに

Levi-Civitaの記号の縮約はベクトルの３重積A × (B × C) において現れる．テンソル
解析を学んだことのない人にとってはなじみの薄い，この Levi-Civita の記号の使い方を
覚えれば，ベクトル解析の多くの面倒な公式を覚える必要はあまりなくなるであろう．

5 付録

5.1 付録 1　(2.4)と (2.5)の具体的な導出

(2.4) と (2.5) の導出は直観的に正しいと認められるであろうが，それでももう一つ納得
できないと思われるかもしれない．それで具体的に個々の場合を計算してみることにし
た．これは直観的な説明に納得できない方のためだから，すでに納得できた方は読む必要
がない．
まず，(2.4)の導出からはじめよう．(2.4)および (2.5)における添字 i, j, kはすべて 1, 2, 3

をとるのだが，i, j, k が同じ数を重複して取る場合には εijk = 0 である．したがって，
(i, j, k)が異なった 1, 2, 3の数となる場合だけを考えればよい．
これから行列式の各行の入れ替えで (2.4)が成り立つことを示したい．
(i, j, k) が (1, 2, 3) の偶置換である場合から考える10）．この場合は (i, j, k) =

(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)の場合がある．
(i, j, k) = (1, 2, 3)の場合は偶置換の最後に考えることにして，はじめに (i, j, k) = (2, 3, 1)

10） すなわち，行列式の各行の入れ替えが偶数回行われる場合を偶置換と言っている．
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の場合を考えよう． ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r

δ1p δ1q δ1r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ1q δ1r

δ3p δ3q δ3r

δ2p δ2q δ2r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ1q δ1r

δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ1q δ1r

δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ε231

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ1q δ1r

δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(5.1)

が成り立つ．
これはまったく正しい．しかし，いつも行列式を一々書くのは煩わしいので，つぎのよ

うな記号 Dijk を導入しよう．

Dijk :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.2)

ここで，p, q, r はこの段階では固定した数で，行列式の行の入れ替えのときには変えない．
この記号を導入すれば，上の行の入れ替えの計算をもっと簡便に表すことができる．
この記号を導入すれば，上の (5.1)の計算は簡便に

D231 = (−1)D132 = (−1)(−1)D123 = (+1)D123 = ε231D123 (5.3)

と表すことができる．
以下，この表記で行の入れ替えの計算を示すことにする．
つぎに，(i, j, k) = (3, 1, 2)のとき，行列式の行の入れ替え演算は

D312 = (−1)D132 = (−1)(−1)D123 = (+1)D123 = ε312D123 (5.4)

となる．
偶置換の場合の最後に，はじめにスキップした (i, j, k) = (1, 2, 3)のときを考える．この

とき，行列式の行の入れ替えは行わないので，

D123 = (+1)D123 = ε123D123 (5.5)
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である．この場合を始めにもってきてもよかったのだが，まったく行列式の行の入れ替え
をしないのは，特別な場合なので，わざと偶置換の場合の最後に考えた．
この３つの場合では ε123 = ε231 = ε312 = 1である．したがって，行の偶置換の場合に

(2.4）が成り立つ．
つぎに (i, j, k) が (1, 2, 3) の奇置換の場合を考えよう．この場合は (i, j, k) =

(3, 2, 1), (2, 1, 3), (1, 3, 2)の場合がある．
前に定義した Dijk を奇置換の場合でも続けて用いよう．そうすると

D321 = (−1)D123 = ε321D123 (5.6)

D213 = (−1)D123 = ε213D123 (5.7)

D132 = (−1)D123 = ε132D123 (5.8)

この３つの場合ではもちろん ε321 = ε213 = ε132 = −1 である．
したがって，行の奇数回のいれかえ（奇置換）の場合にも (2.4)が成り立つ．
(i, j, k)が (1, 2, 3)の偶置換の場合も奇置換の場合も (2.4)が成り立つ．
つぎに行列式の列の入れ替えについて考えることにしよう．この場合には (2.4)で

D123 = Cpqr :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ1q δ1r

δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.9)

と定義しよう．
(p, q, r) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)のとき偶置換であり，(p, q, r) = (3, 2, 1), (2, 1, 3), (1, 3, 2)

のとき奇置換である．
まず偶置換から考えよう．このとき C231, C312, C123 の 3通りの場合がある．それらはそ

れぞれ

C231 = (−1)C132 = (−1)(−1)C123 = (+1)C123 = ε231C123 (5.10)

C312 = (−1)C132 = (−1)(−1)C123 = (+1)C123 = ε312C123 (5.11)

C123 = (+1)C123 = ε123C123 (5.12)

となる．
つぎに奇置換を考えよう．このとき C321, C213, C132 の 3通りの場合がある．それらはそ

れぞれ

C321 = (−1)C123 = ε321C123 (5.13)

C213 = (−1)C123 = ε213C123 (5.14)

C132 = (−1)C123 = ε132C123 (5.15)
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以上で偶置換の場合も奇置換の場合も行列の列の入れ替えに対して

D123 = Cpqr = εpqrC123 (5.16)

が成り立つことが示された．
(5.16)は (2.4)から (2.5)への式の変形を証明している．したがって，(2.5)の具体的な証

明がなされた．

5.2 付録 2　(2.6)の証明　(j, k) = (2, 3), (3, 1)の場合

この付録 2では (2.6)の (j, k) = (2, 3), (3, 1)の場合の証明をしておく．
まず (j, k) = (2, 3)の場合を証明しよう．
この場合，(2.4)の左辺は

εi23εiqr = ε123ε1qr = ε1qr =


1, (q = 2, r = 3)

−1, (q = 3, r = 2)

0, (上の場合以外)

(5.17)

であり，また (2.6)の右辺は

δ2qδ3r − δ2rδ3q =


1, (q = 2, r = 3)

−1, (q = 3, r = 2)

0, (上の場合以外)

(5.18)

である．したがって，(j, k) = (2, 3)のとき (2.6)は成り立つ．
つぎに (j, k) = (3, 1)の場合を証明しよう．
この場合，(2.6)の左辺は

εi31εiqr = ε231ε2qr = ε2qr =


1, (q = 3, r = 1)

−1, (q = 1, r = 3)

0, (上の場合以外)

(5.19)

であり，また (2.6)の右辺は

δ3qδ1r − δ3rδ1q =


1, (q = 3, r = 1)

−1, (q = 1, r = 3)

0, (上の場合以外)

(5.20)

である．したがって，(j, k) = (3, 1)のときも (2.6)は成り立つ．
(2001.8.1) (2002.3.20改訂) (2021.12.3三訂)
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「Levi-Civitaの記号の縮約」再論 3
矢野　忠1）

The Contraction of Levi-Civita Symbols Revisited 3
Tadashi YANO

まえおき

まず「Levi-Civitaの記号の縮約」についての私の探訪の歴史を述べておきたい．まずは
じめに「テンソル解析の学習における問題点」 [1] が ある．つづいて，「Lvei-Civita の記
号の縮約」再論シリーズ [2], [3]である．それに加えてベクトル代数・解析等の公式への応
用として有用性を述べた「 Levi-Civitaの記号とベクトル解析」がある [4]．

1 はじめに

このエッセイは大筋では [2], [3]に連なる説明であるが，直接的には [5]の補足である．
[5] では「Levi-Civita の記号の縮約」についての藤井昭彦さんの説明をそのはじまりの部
分だけを述べて，詳しい説明をしなかったが，実は引用したその文献の中に詳しい説明が
述べられていた [6]．それをこのエッセイでは紹介することを主眼とする．というのも，
[5]で引用された [6]に述べられた内容を十分に説明しなかったのは重大な手落ちだったか
らである．これがこのエッセイを書く理由である．

2 藤井の説明

[6]の本の p.117に
反対称テンソル εαβγδ はテンソル εijk の４次元的拡張で

εαβγδ =


+1, αβγδ が 0, 1, 2, 3の偶順列のとき

−1, αβγδ が 0, 1, 2, 3の奇順列のとき

0, ２つ以上の指標が等しいとき

(10.103)

で定義される2）．定義により
ε0123 = +1 (10.104a)

1） 元愛媛大学工学部
2） 式の番号は引用文献のままである．
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であるが，一方
ε0123 = −1 (10.104b)

であることに注意せよ．また２個の ε テンソルを縮約した結果が必要である．3 次元
の εテンソルについては，可能な組み合わせをつくして，容易に

εijkεilm =

∣∣∣∣∣∣δjl δjm

δkl δkm

∣∣∣∣∣∣ (10.105)

という結果が得られる．あるいは

εijkεilm = δjlδkm − δklδjm (10.106)

と書いても同じである．4次元の εテンソルの縮約はその拡張であって

εµναβεµνγδ = −2!

∣∣∣∣∣∣δ
γ
α δγ

β

δδ
α δδ

β

∣∣∣∣∣∣ (10.107)

になることが示される（問題 10.3）．ここで負号は (10.104) に由来し，因子 2! は添字
が 2つ縮約されたことからきている3）．

ここで，p. 122-123の（問題 10.3）について引用をしよう．

（問題 10.3）
10.3 (a) 次式

ε12 = +1, ε21 = −1, ε11 = ε22 = 0 (2.1)

で定義される２次元の反対称テンソルを考える．（必要があれば）すべての可能な組
み合わせをあからさまに書き上げて

εijεlm = +1(δilεjm − εimεjl) (2.2)

の結果を導け．これから

εijεim = δjm および εijεij = 2

を証明せよ．2次元では δii = 2であることに注意せよ．

3） 上の (10.103) の表記を訳書から少し変更している．これについては付録 1 に説明を述べたので参照された
い．また (10.104b)についても付録 2にその説明を述べておいたので，参照されたい．
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(b) 前項の場合とまったく同じ考え方で，3次元の反対称テンソル εijk の積は

εijkεlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
と書くことができる4）．これから次の結果を証明せよ．

εijkεimn =

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣
εijkεijn = 2δkn

εijkεijk = 3!

(c) これらの結果を 4次元 Lorentzテンソル εµνρσ に拡張せよ．ただし，(Lorentz空
間は擬 Euclid的だから）ε0123 = +1に対して ε0123 = −1になることに注意せよ．

これが問題 10.3 である．この解答は訳者の藤井昭彦（上智大学名誉教授）さんが [6] の
pp. 328-330 に書いてある．これはかなり長いが，まずはそのまま引用しよう．注意等が
あれば，後で述べることにする5）．

（問題 10.3の解答）
(a) εijεlm は４階のテンソルであるから，2 階のテンソル δil, δim, δjl, δjm の２つの積の線形
結合として表せるはずである．ただし (i, j), (l, m) に関してそれぞれ反対称でなくてはな
らないから，その組み合わせは制限される．添字の反対称性を考慮すると εijεlm はつぎの
行列式に比例する．

εijεlm = a

∣∣∣∣∣∣δil δim

δjl δjm

∣∣∣∣∣∣ (2.3)

ただし，比例定数を a とおいた．係数を決めるためには特別な添字をとり，たとえば
i = 1, j = 2, l = 1, m = 2とおけば，a = 1であることがわかる．

l = iとおいて縮約 (iについて和をとる）すれば，

εijεim = (δiiδjm − δimδji) = 2δjm − δjm = δjm (2.4)

さらにm = j とおいて縮約（mについて和をとる）をすれば，

εijεij = δjj = 2 (2.5)

4） [1]にはこの式の直接的な導出について述べてある．
5） 記号の添字は引用にあたって変更してある．
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(b) 上の議論を３次元に拡張する．εijkεlmn は (i, j, k), (l, m, n) についてそれぞれ完全反
対称であるから，未定係数 aを用いて

εijkεlmn = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.6)

と書ける．i = 1, j = 2, k = 3, l = 1, m = 2, n = 3とおいて両辺を比較すれば，a = 1を
得る．

l = iとおいて縮約すると∑3
i=1 δii = 3だから

εijkεimn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δii δim δin

δji δjm δjn

δki δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= δii

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ − δji

∣∣∣∣∣∣δim δin

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ + δki

∣∣∣∣∣∣δim δin

δjm δjn

∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣δkm δkn

δjm δjn

∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣
= (3 − 1 − 1)

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣δjm δjn

δkm δkn

∣∣∣∣∣∣ (2.7)

さらにm = j とおいて縮約すると

εijkεijn =

∣∣∣∣∣∣δjj δjn

δkj δkn

∣∣∣∣∣∣ = 3δkn − δkn = 2δkn (2.8)

さらに n = kとおいて縮約すると

εijkεijk = 2δkk = 2 · 3 = 3! (2.9)

(c) ４次元の擬 Euclid空間に議論を拡張する．前と同じ理由で

εαβγδεµνρσ = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δµ
α δν

α δρ
α δσ

α

δµ
β δν

β δρ
β δσ

β

δµ
γ δν

γ δρ
γ δσ

γ

δµ
δ δν

δ δρ
δ δσ

δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.10)
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である．α = 0, β = 1, γ = 2, δ = 3, µ = 0, ν = 1, ρ = 2, σ = 3とおいて両辺を比較すると，
今度は

ε0123ε0123 = −1 = a (2.11)

である．
µ = αとおいて縮約すると

εαβγδεανρσ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δα
α δν

α δρ
α δσ

α

δα
β δν

β δρ
β δσ

β

δα
γ δν

γ δρ
γ δσ

γ

δα
δ δν

δ δρ
δ δσ

δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.12)

第１列で展開しながら αの和をとる．この行列式の (1, 1)要素の余因子を Dとおけば，

εαβγδεανρσ = −(4D − D − D − D)

= −D

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δν

β δρ
β δσ

β

δν
γ δρ

γ δσ
γ

δν
δ δρ

δ δσ
δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.13)

さらに ν = β とおいて縮約すれば，同様に

εαβγδεαβρσ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δβ

β δρ
β δσ

β

δβ
γ δρ

γ δσ
γ

δβ
δ δρ

δ δσ
δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(4 − 1 − 1)

∣∣∣∣∣∣δ
ρ
γ δσ

γ

δρ
δ δσ

δ

∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣∣∣δ
ρ
γ δσ

γ

δρ
δ δσ

δ

∣∣∣∣∣∣

(2.14)

さらに，ρ = γ とおいて縮約すれば，

εαβγδεαβγσ = −2

∣∣∣∣∣∣δ
γ
γ δσ

γ

δγ
δ δσ

δ

∣∣∣∣∣∣
= −2(4δσ

δ − δσ
γ δγ

δ )

= −2 · 3δσ
δ

= −3!δσ
δ

(2.15)
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