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シングル j 殻モデルにおける超伝導 （3）
―集団運動―　

Superconductivity in the Single-j Shell Model (3)
– Collective Motion –

岩崎正春 ∗

Masaharu IWASAKI

1 はじめに

超伝導はフェルミオン多体系に共通する普遍的な性質である．フェルミオン多体系の一つである
原子核は「有限量子多体系」という物性の場合と異なる多体系であることからくる新しい超伝導状
態が期待される．そのため原子核のモデルとして比較的簡単で，正確な取り扱いが可能な「シング
ル j 殻モデル」を用いて原子核における超伝導を調べるシリーズを始めた．今回はその 3 回目で
ある．
本論に入る前に，今まで２回の論文（[1] および [2]）の要旨を簡単に述べておこう．まず原子核
のモデルとして j − j 結合殻モデルを単純化した単一（シングル）j をもつ殻モデルを考える．核
子間相互作用として原子核でよく使われる「対相互作用＋四重極相互作用」を採用する．対相互作
用が核を球形にする力に対して，四重極相互作用は核を四重極変形させる力である．まず論文 [1]
で対相互作用だけがある場合を調べた．このときハミルトニアンの固有値と固有状態は厳密に求ま
るので，通常の平均場近似（BCS理論）の結果と比較し，両者はほぼ一致することを確かめた．ま
たこのモデルでは系は常に超伝導状態にあることが示された．論文 [2] では四重極相互作用を導入
し，平均場近似することにより系の基底状態がどう変化するかを論じた．その結果，基底状態はエ
ネルギーギャップおよび変形度により分類されることがわかった．つまり四重極力が大きくなるに
つれて，基底状態は球形からある臨界点を経て四重極変形に相転移することが示された．
今回は第 3回目でいよいよ系の励起状態について議論する段階になる．励起状態といえども多数
の状態が存在し複雑である．ここでは集団的励起状態に限定し，核の表面振動と変形核の回転運動
という昔からよく知られた励起状態ついて考える．目標は原子核のボーアモデルを導き出すことに
ある．換言すれば現象論的なボーアモデルを核子間相互作用から導き出すことである．それを通し
て超伝導が核の集団運動に対してどのような役割を演ずるかを明らかにしたい．なお記号等は前論
文のものをほぼ踏襲する．

∗ 高知大学名誉教授
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2 モデルハミルトニアン

単一 j 殻の中を「対相互作用＋四重極相互作用」している力学系のハミルトニアンは次のように
表される．

H =
∑
m

ε0a†
mam − G0

4 P †
0 P0 − χ

2
∑

µ

Q†
µQµ (2.1)

右辺の第 1 項は１粒子エネルギー ε0（縮退している）を表し，第２，第３項がそれぞれ対相互作
用，四重極相互作用を表す．定数 G0 および χはそれぞれの相互作用の強さを表し，正の数である
とする．粒子対演算子は次式で与えられる．

P †
0 =

∑
m

a†
msma†

−m (2.2)

右辺の sm ≡ (−1)j−m は位相を表す．また密度型の対演算子，

Q†
µ =

∑
m

∑
m′

(jm j − m′|2µ)sm′a†
mam′ ≡

∑
m,m′

qµ
m,m′a

†
mam′ (2.3)

は系の四重極変形を表している．右辺のカッコで表された量はクレプシューゴルダン係数である．
ハミルトニアン (2.1) に対して平均場近似を導入しよう．この対演算子の平均値（エネルギー
ギャップ）を次式で定義する．

∆ ≡ G0

2 〈P0〉 = G0

2

〈∑
m

sma−mam

〉
(2.4)

また，四重極変形の平均値は回転楕円型と仮定する．　　　　　　　　　　

〈
Q†

µ

〉
=
〈∑

m,m′

qµ
m,m′a

†
mam′

〉
≡ δµ,0Q̄0 (2.5)

Q̄0 は四重極変形の大きさを表す定数で，エネルギーギャップ∆とともに重要な役割を演じる．
平均場近似されたハミルトニアンを H0 と表し，次式で定義される準粒子の生成消滅演算子

α†
m, αm を導入する．

am = umαm + vmsmα†
−m

αm = umam − vmsma†
−m

(2.6)

変換係数 um, vm を
u2

m = 1
2

(
1 + ε̃m

Em

)
, v2

m = 1
2

(
1 − ε̃m

Em

)
(2.7)

のように選ぶとハミルトニアンは対角的になる．

　H0 = V0 +
∑
m

Emα†
mαm (2.8)
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つまり系は平均場の中を自由に運動する準粒子で記述される．このとき，1 個の準粒子のエネル
ギーは次式で与えられる．

Em ≡
√

ε̃2
m + ∆2 , ε̃m ≡ εm − λ ≡ ε0 − λ − χQ̄0q(0)

m,m (2.9)

また，系の基底状態のエネルギーは次のようになる．

V0 =
∑
m

ε̃m

2

(
1 − ε̃m

Em

)
+ χ

2 Q̄2
0 − ∆2

G0
(2.10)

ここで λ は化学ポテンシャルである．平均場 ∆ および Q̄0 についてはセルフ-コンシステント
(self-consistent)に決定される．（論文 [2]参照）　
基底状態の変形度は，四重極力が大きくなるにつれ球形から四重極変形へと変化する．その臨界
点は次式で与えられる．

1 − χ∆2

2E3
0

= 0 (2.11)

左辺の値が正のとき（χ が小）系は球形に，負になると（χ が大）四重極変形する．この臨界点に
ついては今後の議論において大切な役割を果たす．　　

3 振動運動

前節で無視された平均場のゆらぎを取り入れたハミルトニアンは次のように表される．　

　H = V0 +
∑
m

Emα†
mαm − χ

2
∑

µ

Q̃†
µQ̃µ　 (3.1)

右辺の四重極ゆらぎ Q̃†
µ ≡ Q†

µ −
〈
Q†

µ

〉
を準粒子演算子で書くと，　∑

m,m′

q
(µ)
m,m′

[
umvm′

(
sm′α†

mα†
−m′ − smαm′α−m

)
+ (umum′ − vmvm′) α†

mαm′

]
(3.2)

上式の最後の項は粒子ー空孔対を表し以下に述べるようにボソン近似では無視できる．したがって
四重極ゆらぎの主要な項は準粒子同士および空孔同士で近似できる．（乱雑位相近似）

Q̃†
µ ≈

∑
m,m′

q
(µ)
m,m′umvm′

(
sm′α†

mα†
−m′ − smαm′α−m

)
(3.3)

粒子対および空孔対演算子はそれぞれ一体となって運動し，あたかもボーズ粒子のように振舞う．
つまり次の交換関係が成り立つと仮定する．[

αm′αm , α†
nα†

n′

]
≈ δm,nδm′,n′ − δm,n′δm′,n (3.4)

これを準ボソン近似と呼び今後の議論で一貫して用いられる．このとき対演算子の運動方程式は次
のように書ける．[

α†
mα†

−m′ , H
]

= −(Em + E′
m)α†

mα†
m′ + χ

∑
µ

sm′(umvm′ + um′vm)q(µ)
m,m′Q̃†

µ[
αm′α−m , H

]
= (Em + E′

m)αm′α−m + χ
∑
µ

sm(umvm′ + um′vm)q(µ)
m,m′Q̃†

µ

(3.5)
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以後，四重極ゆらぎ演算子のチルダを省略する．

(i)　運動方程式
ここからは平均場が球形の場合（Q̄0 = 0）について考える．四重極変形の場合については次節で
取り扱う．球形のときは準粒子のエネルギーは状態 m に依らなくなる．したがってボゴリュ－ボ
フ変換の係数も定数となる．

　ε̃m = ε0 − λ = ε̃0, Em = E0, um = u, vm = v (3.6)

このとき対演算子 Q†
µ は簡単になり

Q†
µ = uv

∑
m,m′

q
(µ)
m,m′(sm′α†

mα†
−m′ − smαm′α−m)　 (3.7)

運動方程式も次のように書ける．[
α†

mα†
−m′ , H

]
= −2E0α†

mα†
m′ + 2uvχ

∑
µ

sm′q
(µ)
m,m′Q†

µ[
αm′α−m , H

]
= 2E0αm′α−m + 2uvχ

∑
µ

smq
(µ)
m,m′Q†

µ

(3.8)

これを用いて Q†
µ の運動方程式を作ると，[

Q†
µ , H

]
= −2uvE0

∑
m,m′

q
(µ)
m,m′(sm′α†

mα†
−m′ + smαm′α−m) (3.9)

右辺において相互作用項はQ†
µと可換であるので現れない．右辺の量を運動量と見立てΠ†

µと表す．

Π†
µ ≡ uv

∑
m,m′

q
(µ)
m,m′(sm′α†

mα†
−m′ + smαm′α−m) (3.10)

運動量は Q†
µ の表式 (3.7)と比べると，粒子対と空孔対の 2項の差が和に置き代わっただけであり，

交換関係を計算すると， [
Q†

µ, Πν

]
= −4u2v2δµ,ν (3.11)

となり，互いに正準共役な関係になっている．もちろん Qµ 同士や Πµ 同士は可換である．また，
次の関係があることに注意しておく．

Q†
µ = (−1)µQ−µ , Π†

µ = −(−1)µΠ−µ (3.12)

同様に Π†
µ の運動方程式を計算すると次のようになる[

Π†
µ , H

]
= −(2E0 − 4u2v2χ)Q†

µ (3.13)

以上より系は集団変数である四重極変形 Q†
µ および共役な運動量 Π†

µ で記述されることがわかっ
た．運動方程式は調和振動子のそれと同じであり，ちょうどボーアモデルの球形核の表面振動に対
応している．実際，Q†

µ の角運動量は J = 2である（証明略）ことが示せる．
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つぎにこの振動に対するボソン（以後これをフォノンとよぶ）を導入しよう．フォノン生成演算
子を次のように仮定する．

b†
µ ≡ xQ†

µ + yΠ†
µ (3.14)

未知の係数 x, yは次式が成り立つように決める．

[
b†

µ, H
]

= −ωb†
µ ,

[
bµ, b†

ν

]
= δµ,ν (3.15)

前者より x, yの連立方程式を得る．

ωx = (2E0 − 4u2v2)y
ωy = 2E0x

(3.16)

これを解くことによりフォノンのエネルギー ωを求めることができる．

ω = 2E0

√
1 − χ∆2

2E3
0

(3.17)

また後者から係数 x, y が求まる．四重極力 χ が大きくなるにつれフォノンのエネルギーは小さく
なり，上式の根号の中が負になると ω は虚数になり四重極振動が不安定になる．この条件は論文
[2]での球形変形相転移の条件 (2.11)と一致する．一方ギャップ ∆が零になれば ω = 2E0 となり，
フォノンは２粒子状態に転ずる．これは対相互作用が表面振動の復元力の役割を果たしていること
を意味する．

(ii)　基底状態
基底状態の波動関数は調和振動子との類推でガウス関数を仮定する．

|Ψ0〉 = exp
(

−z
∑

µ

Q†
µQµ

)
|0〉 ≡ exp(−zQ2) |0〉 (3.18)

zは未知定数，
∑
µ

Q†
µQµ = Q2 と略記した．この状態にフォノンの消滅演算子が作用すると零にな

ることにより基底状態は定義される．

bµ |Ψ0〉 = bµ exp(−zQ2) |0〉 = 0 (3.19)

zを上式を満たすように選ぶ．右辺を計算すると

exp(zQ2)bµ exp(−zQ2) = (x + 8u2v2yz)Qµ + yΠµ (3.20)

この式を (3.19)へ代入することにより未知数 zが求まる．

z = 1
8u2v2

(
1 − x

y

)
= E2

0
2∆2

(
1 −

√
1 − χ∆2

2E3
0

)
(3.21)
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つぎに基底状態のエネルギーを求めよう．基底状態にハミルトニアンを作用させ，準粒子の完全
系を挿入すると，

H |Ψ0〉 =
∑

n

exp(−zQ2) |n〉 〈n| ezQ2
He−zQ2

|0〉 (3.22)

H の中の準粒子項は α†
mαm の形でのみ現れ，[αm, bµ] ≈ 0より上式の右辺は n = 0と近似できる．

したがって基底状態のエネルギー固有値 E は

E = 〈0| ezQ2
He−zQ2

|0〉 = 〈0| H + [zQ2, H] + [zQ2, [zQ2, H]] + · · · |0〉 (3.23)

右辺の計算において，フォノンの交換関係より第４項以下は零になるから，

E = V0 − 5u2v2χ − 160u4v4z2E0 (3.24)

uv因子に (2.7)を代入すると最終的に次式を得る．

E = V0 − 5E0

(
1 −

√
1 − χ∆2

2E3
0

)
= V0 − 5E0 + 5

2ω (3.25)

基底状態のエネルギーは V0より小さい．その理由はゆらぎのポテンシャルが負であることによる．
また最後の項は零点エネルギーを意味する．

4 回転運動

論文 [2]によると振動運動が不安定になったとき（ω =虚数），基底状態は球形から四重極変形し
た状態へと変化する．このとき基底状態は回転不変でなくなるから，角運動量の固有状態にならな
い．そのためにラグランジュの未定乗数法を用いる．新しいハミルトニアン，

H ′ = V0 +
∑
m

Emα†
mαm − χ

2
∑

µ

Q†
µQµ − λJx (4.1)

の最後の項がラグランジュ乗数項で，コリオリ力を表す表現になっている．われわれは H ′ の固有
状態を求め，しかる後にその状態が与えられた角運動量 L をもつように未定乗数 λ を決める．つ
まり期待値の条件

〈ΨL| Jx |ΨL〉 = L (4.2)

から λを決める．
前節と同様に励起モードとしては

Q†
µ =

∑
m

B(µ)
m

(
α†

m+µα†
−m + (−1)µα−m−µαm

)
(4.3)

また角運動量演算子はボゴリューボフ変換により準粒子の粒子対と空孔対のみで書き直すと

J+ = (J−)† =
∑
m

Am

(
α†

m+1α†
−m + α−m−1αm

)
(4.4)
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となる．それぞれの右辺に登場する係数は次のように定義されている．

Am ≡
√

(j − m)(j + m + 1)um+1ṽm , B(µ)
m ≡ 2q

(µ)
m+µ,mum+µṽm (4.5)

さて H ′ から系の励起状態を求めよう．基底状態は変形しているので 3 つのモード (i) Q†
±1，(ii)

Q†
±2，(iii) Q†

0 に分けて考える．それらに対応してボソンも 3種類存在し，それぞれ b1，b2，b0 とす
る．しかしそれらはお互いに交換するのでそれぞれ独立に運動するとしてよい．前節ではこれらは
すべて同じ振る舞いをしたが，四重極変形はこの対称性を壊す．以下でそれぞれのモードについて
順次考察する．

（i） 回転モード
このモードを引き起こす密度演算子は

Q†
1 =

∑
m

B(1)
m

(
α†

m+1α†
−m − α−m−1αm

)
(4.6)

対演算子の運動方程式を書き下すと，[
α†

m+1α†
−m , H ′

]
= −2Ēmα†

m+1α†
−m + χB

(1)
m Q†

1 + λ
2 Am[

α−m−1αm , H ′] = 2Ēmα−m−1αm + χB
(1)
m Q†

1 − λ
2 Am

(4.7)

ただし，Ēµ
m ≡ (Em+µ +Em)/2は関与する準粒子の平均エネルギーである．前節の振動運動の方程

式と比べると，右辺の最後にコリオリ項からくる定数項が加わっている．基底状態で上式の期待値
をとると 〈ΨL| α†

m+1α†
−m |ΨL〉 6= 0 より基底状態は対演算子のボソンのコヒーレント状態が予想さ

れる．そこで H ′ の基底状態として次の形を仮定しよう．

|f〉 = exp
[∑

m

(
fmα†

m+1α†
−m − f∗

mα−mαm+1

)]
|0〉 ≡ eF |0〉 (4.8)

指数関数の中の係数 fm を変分法によって決める．

∂

∂fm
〈f | H ′ |f〉 = ∂

∂fm
〈f | (H − λJx) |f〉 = 0 (4.9)

ただし λは角運動量が Lをとるように決める．

〈f | Jx |f〉 = L (4.10)

ハミルトニアン H ′ の期待値の計算は

〈f | H ′ |f〉 = 〈0| H ′ |0〉 − 〈0| [F, H ′] |0〉 + 1
2 〈0| [F, [F, H ′]] |0〉 (4.11)

右辺はボソン近似により３次以上の項は零になる．最終的に期待値の結果は次のようになる．

〈f | H |f〉 = V0 + 2
∑
m

Ēm|fm|2 − χ|
∑
m

B
(1)
m fm|2

〈f | Jx |f〉 = 1
2
∑
m

Am(fm + f∗
m)

(4.12)
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これらの結果を変分方程式 (4.9)へ代入すると次式を得る．

∂

∂fm
〈f | H ′ |f〉 = 2Ēmf∗

m − χB(1)
m

∑
m′

B
(1)
m′ f∗

m′ − λ

2 Am = 0 (4.13)

これを変形して，

f∗
m = χB

(1)
m

2Ēm

∑
m′

B
(1)
m′ f∗

m′ + λAm

4Ēm

(4.14)

両辺に B
(1)
m をかけてmについて和をとった量を λX と置く．

λX ≡
∑
m

B(1)
m f∗

m = χ
∑
m

(B(1)
m )2

2Ēm

λX + λ
∑
m

AmB
(1)
m

4Ēm

(4.15)

この式を X について解くと次のようになる．

X =
∑
m

AmB
(1)
m

4Ēm

(
1 − χ

∑
m

(B(1)
m )2

2Ēm

)−1

(4.16)

これを f∗
m の表式 (4.14)へ代入すると，f∗

m を求めることができる．

f∗
m =

(
χB

(1)
m

2Ēm

X + Am

4Ēm

)
λ (4.17)

右辺の表式から fm は実数であることがわかるので，以後 f∗
m＝fm とかく．

以上で変分関数が求まったのでつぎに角運動量とエネルギーの期待値を計算しよう．いま得られ
た fm を角運動量の期待値へ代入して整頓すると

〈f | Jx |f〉 =
(∑

m

A2
m

4Ēm

+ χ
∑
m

AmB
(1)
m

2Ēm

X

)
λ ≡ Iλ (4.18)

λが角速度に対応する量であることに注意すると上式で定義された係数 I は系の慣性モーメントを
表している．これに (4.16)で求めた X を代入すると

I =
∑
m

A2
m

4Ēm

+ χ

2

(∑
m

AmB
(1)
m

2Ēm

)2(
1 − χ

∑
m

(B(1)
m )2

2Ēm

)−1

(4.19)

右辺第１項はよく知られたクランキング公式での慣性モーメントに一致している．第２項は四重極
相互作用による補正とみなせる．特に χ についてのべき展開で書くと無限次まで取り入れた形に
なっている．四重極力は慣性モーメントを増やす働きをする．もし球形に近づけば，

1 − χ
∑
m

(B(1)
m )2

2Ē0
→ 1 − χ∆2

2E2
0

(4.20)

となり，慣性モーメントは発散する．しかしそのとき角運動量の条件 (4.18)により λ = L/I → 0と
なるからコリオリ項が無視でき，回転モードからの Q†

1 の密度演算子の振動モードへと移行する．
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つぎにエネルギーの期待値も同様に計算すると，

〈f | H |f〉 = V0 +
(∑

m

A2
m

8Ēm

+ χ
∑
m

AmB
(1)
m

4Ēm

X

)
λ2 = V0 + I

2λ2 (4.21)

となる．右辺の係数 I は角運動量から得られた表式 (4.19)と同じである．さらに λ = L/I を代入
すると，エネルギーは回転スペクトル型になる．

（ii） γモード
つぎに Q†

2 の密度演算子を考えよう．以後この演算子をγモードと呼ぶ．

Q†
2 =

∑
m

B(2)
m

(
α†

m+2α†
−m + α−m−2αm

)
(4.22)

対演算子の運動方程式は [
α†

m+2α†
−m , H ′

]
= −2Ēmα†

m+2α†
−m + χB

(2)
m Q†

2[
α−m−2αm , H ′] = 2Ēmα−m−2αm + χB

(2)
m Q†

2

(4.23)

ここで注意したいのは右辺にはコリオリ項が現れないことである．つまり，γモードと回転モード
は結合しない．従って運動は振動型になる．いま，γモードに対する基底状態と第１励起状態の波
動関数をそれぞれ |gr〉，|γ〉と表すと上式の行列要素は

(2Ēm − ω) 〈γ| α†
m+2α†

−m |gr〉 = χB
(2)
m 〈γ| Q†

2 |gr〉
(2Ēm + ω) 〈γ| α−m−2α−m |gr〉 = −χB

(2)
m 〈γ| Q†

2 |gr〉
(4.24)

と書ける．ω はγ振動の第 1 励起状態の励起エネルギーを表す．左辺から Q†
2 の行列要素を新たに

作ると

〈γ| Q†
2 |gr〉 = χ

∑
m

(B(2)
m )2

2

(
1

2Ēm − ω
+ 1

2Ēm + ω

)
〈γ| Q†

2 |gr〉 (4.25)

この式から分散関係式が得られる．

1
χ

=
∑
m

2Ēm(B(2)
m )2

4Ē2
m − ω2

(4.26)

系が球形に近づくにつれ ω の値は前節の振動運動の ω に近づいていく．ただし，この分散関係式
は集団励起と準粒子励起の両方の解を含んでいることに注意しなければならない．もし系が球形に
なれば右辺の和が計算されて，集団励起だけを決める簡単な方程式になり前節の振動運動の ω に
帰着する．
このときγモードの第一励起状態を起点とする回転励起状態（γバンド）が現れる．基底バンド
のときと同じように考え，変分法の状態関数としてつぎのようにとる．

∣∣∣f (γ)
〉

= exp
[∑

m

(
f

(γ)

m α†
m+1α†

−m − f (γ)∗
m α−mαm+1

)]
|γ〉 (4.27)
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右辺に現れる状態 |γ〉は上記の γ モードの第 1励起状態である．

（iii） βモード
つぎに第 3の型の密度演算子 Q†

0 を考えよう．これをβモードと呼ぼう．

Q†
0 =

∑
m

B(0)
m

(
α†

mα†
−m + α−mαm

)
(4.28)

対演算子の運動方程式は [
α†

mα†
−m , H ′

]
= −2Emα†

mα†
−m + χB

(0)
m Q†

0[
α−mαm , H ′] = 2Emα−mαm + χB

(0)
m Q†

0

(4.29)

この場合もまた回転モードとβモードとは結合しないから運動は振動型になる．γモードと同じ手
続きに従うと次のようなβモードの分散関係式が得られる．

1
χ

=
∑
m

2Em(B(0)
m )2

4E2
m − ω2 (4.30)

前と同様に系が球形に近づくにつれ前節の ω に近づく．また第 1 励起状態を起点とする回転バン
ドもγバンドと同じように構成すれば得られる．

5 まとめ

以上の議論を振り返ると，我々の集団運動の取り扱いにおいて，２粒子の作るボソンが決定的な
役割を果たした．つまりボソンの運動として振動や回転運動が記述された．球形核において振動状
態はボソンのガウス型波動関数（スクイーズド状態）で記述され，回転状態になるとコヒーレント
状態に移行することが示された．超伝導状態はこのモデルにおいても普通に存在する．振動運動に
おいてその復元力として重要な役割を演じ，球形ー変形の相転移においても主要な働きをしてい
る．また回転運動において四重極力の効果を取り入れた形でクランキング公式を拡張することがで
きた．
今回の３回にわたるシリーズは，比較的に取り扱いやすいシングル j 殻モデルおよび「対相関＋
四重極力モデル」を用いて，超伝導状態および集団運動をできるだけ平易に記述することを目指し
た．非調和効果をはじめとする高度な議論 [3] については一切省いた．このモデルで今後しようと
するなら臨界点近傍のより正確な取り扱いであるが，それについては別の機会にゆずる．今回のシ
リーズはこれをもってひとまず終了としたい．

参考文献

[1] 　岩崎正春，数学・物理通信，１３巻３号 (2023.6) 11-18
[2] 　岩崎正春，数学・物理通信，１４巻７号（2024.12）15-22
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四元数に近づく （改訂版）
矢野　忠1）

Approach to the Quaternions (Revised Version)
Tadashi YANO

まえおき

これは [1]の改訂版である。主な改訂箇所は 3節の「四元数を用いた恒等式の証明」である。これは前
の証明がまちがっていたわけではもちろんないが，証明の見通しがあまりよくなかったので，それをよく
したいという意図がある。
それに伴って 2節の「四元数」にも少しだけ説明を追加をした．四元数についての詳しい定義とか性質

は別のところで述べられるが，3節の恒等式の証明に必要な性質の説明を追加した．

1 はじめに

Cauchy-Lagrangeの恒等式をご存知だろうか．文字数の少ない順に書いていくと

(a2 + b2)(x2 + y2) = (ax + by)2 + (ay − bx)2 (1.1)

(a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = (ax + by + cz)2 + (ay − bx)2

+ (bz − cy)2 + (cx − az)2 (1.2)

(a2 + b2 + c2 + d2)(x2 + y2 + z2 + w2) = (ax + by + cz + dw)2 + (ay − bx)2

+ (az − cx)2 + (aw − dx)2 + (bz − cy)2

+ (bw − dy)2 + (cw − dz)2 (1.3)

等である．
(1.1)は普通は Cauchy-Lagrangeの恒等式とは呼んでいないようだが，ここでは都合上 Cauchy-Lagrange

の恒等式に含め，これらの恒等式 (1.1), (1.2), (1.3)をそれぞれ便宜上 (2, 2), (3, 3), (4, 4)パラメーターの
Cauchy-Lagrangeの恒等式と呼ぶことにしよう2）．
中学生くらいの代数の知識があれば，これらの恒等式を証明することは何でもない．たとえば，(1.1)は

(a2 + b2)(x2 + y2) = a2x2 + a2y2 + b2x2 + b2y2

= (a2x2 + 2abxy + b2y2) + (a2y2 − 2abxy + b2x2)

= (ax + by)2 + (ay − bx)2

1） 元愛媛大学
2） (1.2) で説明すると，2 つの系列のパラメータ (a, b, c) と (x, y, z) のパラメーターのそれぞれ 3 個のパラメーター 2 乗の和
の積と，その二つの系列パラメーターの双一次形式の 2 乗の項の和でできている恒等式であるから，(3, 3) パラメーターの
Cauchy-Lagrangeの恒等式と呼ぶ．
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と証明できる．同様に (1.2)は

(a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2)

= a2x2 + a2y2 + a2z2 + b2x2 + b2y2 + b2z2 + c2x2 + c2y2 + c2z2

= (ax + by + cz)2 − (2abxy + 2bcyz + 2cazx) + (a2y2 + a2z2 + b2x2 + b2z2 + c2x2 + c2y2)

= (ax + by + cz)2 + (ay − bx)2 + (bz − cy)2 + (cx − az)2

と証明できる．また，同様な方法で (1.3)を証明することもできる．
しかし，(1.1)にはつぎのような複素数を用いた証明もある．
いま，a2 + b2 = (a + ib)(a − ib), x2 + y2 = (x + iy)(x − iy)と虚数単位 i :=

√
−1を用いて表せば，

a + ib, a − ib, x + iy, x − iy

はいずれも複素数であるから，積の順序が交換可能である．

(a2 + b2)(x2 + y2) = (a + ib)(a − ib)(x + iy)(x − iy)

は積の順序を入れ替えて

(a2 + b2)(x2 + y2) = (a + ib)(x − iy)(a − ib)(x + iy)

= [(ax + by) − i(ay − bx)][(ax + by) + i(ay − bx)]

= (ax + by)2 + (ay − bx)2

としても証明できる．
このような証明ができるとすれば，(1.2) の証明はできないかもしれないが，(1.3) の証明がこの複素数

を用いた証明と同様にできるのではないかと予想される．
実は (2, 2) パラメーターの Cauchy-Lagrange の恒等式の証明をまねて, (4, 4) パラメーターの

Cauchy-Lagrange の恒等式の証明を試みてみたが, その証明は頓挫してしまった．その後，その証明が四
元数といわれる数を用いてできることを文献 [2], [3]に見出した．
まず 2節で四元数とは何かを説明し，3節で [3]に示された方法で四元数を用いて (4, 4)パラメーター

の Cauchy-Lagrangeの恒等式を導く．

2 四元数

四元数とは何か．文字通り 4 つの元 (element) からできている数であり, これは複素数の拡張と考えら
れる3）．
いま a, b, c, d を 4つの実数としたとき, 四元数 A を 2つの複素数 a + bi, c + di と新しい虚数単位 j を用

いて
A = (a + bi) + (c + di)j (2.1)

で定義する．この第 2項を分配法則を用いて展開すれば,

A = a + bi + cj + d ij (2.2)

3） 詳しい四元数の発見のプロセスは [4]に述べられている．
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となるが, いま ij = k とおけば,
A = a + bi + cj + dk (2.3)

と表せる．もし (2.3)で c = d = 0とすれば，Aは複素数になる．
ところで, いま黙って導入した j, k は虚数単位 i ときわめてよく似たものであり, j =

√
−1, k =

√
−1が

成り立つが，i とは独立である4）．
これらの i, j, k に 1をつけ加えて, これら 1, i, j, kは四元数の元である．i, j, kを四元数の虚数単位とい

う．ここでは四元数の形づくる空間を 4 次元のベクトル空間とみなして，1, i, j, k を簡単のために四元数
の基底とか単に基底ということにする．これは適当な用語が見つからないためである．
一般に任意の２つの四元数の積をつくれば, ij の積だけではなく, 積 jk と ki とそれらの積の順序が入

れ替わった積 ji, kj, ik が出てくる．それで, それらの積がそれぞれ 1, i, j, k の１次結合で表されるとすれ
ば, 数として積に関して閉じている．加法については a, b, c, d を実数にとることにすれば, 閉じているか
らまったく問題はない．
四元数の発見者 Hamilton は 4 つの基底 1, i, j, k の間の積について成り立つ，つぎのような関係を見つ

けた．
まず 1は乗法の単位要素で, かつ

i2 = j2 = k2 = ijk = −1　 (2.4)

ij = −ji = k (2.5)

jk = −kj = i (2.6)

ki = −ik = j (2.7)

である．
ここでは (2.4)-(2.7)の関係は天下りであるが， [4]でそれを発見法的に導く．
これらを一括した四元数の基底の乗積表を表 2.1 に示す． この四元数の基底の乗積表の見方を述べて

表 2.1 乗積表

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

おく．表 2.1の一番左側の縦の欄の 1, i, j, kのいずれかの一つと表の一番上の横の欄の 1, i, j, kのいずれか
の一つとで積をつくる．このときに左側の因子が前に来るように積をつくる．例えば，左側の欄の上から
3行目の iと上の欄の左から 4列目の j との積は

ij = k

と読む．表 2.1には積の結果しか書いていない．

4）
√

−1はここでは四元数の方程式 x2 = −1の解を表している．数として四元数をとると −1の平方根は複素数の場合のように
2つではなく，無数にある．詳細は [4]の改訂版の付録を参照せよ．
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この四元数は複素数のレベルから見れば, 虚数単位 i =
√

−1にさらに 2つ j, kという独立な基底を付加
した数である．この関係で特徴的なことは i, j, kのうちから異なった基底を 2つとった積, たとえば, 積 ij

はとられなかった第 3の基底 kに等しい．すなわち, ij = kとなっている．また積の順序を変えて jiとす
れば, ji = −kとなり, 積の順序が交換できない．
ある四元数 Aの共役を Āと表せば, これは

Ā = a − bi − cj − dk (2.8)

である．これは複素数における共役複素数を一般化したものと考えれば, 理解しやすいであろう．
この共役をとるという操作にはつぎのような関係が成り立つ．

A ± B = Ā ± B̄ (2.9)

AB = B̄Ā (2.10)

ここで注意しておきたいことは
AB = B̄Ā

と AB の共役 AB では積の順序が上に示したように B̄Ā と ĀB̄ の順序ではなく逆順の B̄Ā となることで
ある．詳しい議論は別のところに譲るが，ここでは事実だけを確認しておく．
また, A のノルム |A|の 2乗は

|A|2 := AĀ = a2 + b2 + c2 + d2 = ĀA (2.11)

となる．すなわち，A のノルム |A|は

|A| =
√

a2 + b2 + c2 + d2 (2.12)

で表される．普通の数では |A| を絶対値という．
ここで注意してほしいのは A と Ā との積が交換可能だということである．一般の四元数はもちろん乗

法に関して交換可能ではないが，任意の四元数とその共役四元数の積の順序は交換可能だということで
ある．
このことは AĀ と ĀA とを別々に計算して同じ a2 + b2 + c2 + d2 となることから確かめることができ

る．または AĀの共役四元数をとっても (AĀ) = AĀ と変わらないことから AĀが実数となることもわか
る．もともと AĀ = a2 + b2 + c2 + d2 が実数であることから当然であろう．
ノルムが定義されたということは距離空間の公理

|A| ≥ 0, (|A| = 0 ⇔ A = 0) (2.13)

|A + B| ≤ |A| + |B| (2.14)

|AB| = |A||B| (2.15)

をこの |A|が満たしている [2]．最後の等式 (2.15)（これを絶対値の法則（または組成法則）という）が成
り立つことが，Hamiltonが四元数の発見するときの指導原理となるが，そのことも [4]で述べている．
特に, A 6= 0 に対して,

AĀ = |A|2 (2.16)
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であるから, この両辺を |A|2 で割れば,

A

(
Ā

|A|2

)
= 1 (2.17)

となる．いま
A−1 := Ā

|A|2
(2.18)

と定義すれば, (2.17)は
AA−1 = 1 (2.19)

と表すことができる．すなわち, A 6= 0のとき, Aの逆元 A−1 が存在して (2.18)で定義される．
したがって, Aの全体 Kは非可換な体となる．この Kを四元数体といい, その要素 (element)を四元数

(quaternion）という．
体とは複素数のように四則演算ができて, 加法と乗法に対して交換則, 結合則, 分配則が成り立つもので

あるが, 四元数の場合にはこのうちの乗法の交換則 AB = BA が一般には成り立たない．
以上で四元数の簡単な説明を終わり, つぎの 3 節ではこの四元数を用いた, (4, 4) パラメーターの

Cauchy-Lagrangeの恒等式の導出をしよう．

3 四元数を用いた恒等式の証明

まずはじめに証明すべき (4, 4)パラメーターの恒等式を書いておこう．それは

(a2 + b2 + c2 + d2)(x2 + y2 + z2 + w2) = (ax + by + cz + dw)2 + (bx − ay + dz − cw)2

+ (cx − dy − az + bw)2 + (dx + cy − bz − aw)2
(3.1)

である．証明したい (1.3) の式の形はこの式とは少し見かけは異なるが, それとは同値であることを後で
示す．
任意の 2つの四元数を

A := a + bi + cj + dk (3.2)

X := x + yi + zj + wk (3.3)

と表せば, 積 AX は

AX = (ax − by − cz − dw) + (bx + ay − dz + cw)i

+ (cx + dy + az − bw)j + (dx − cy + bz + aw)k
(3.4)

となる．
(3.1)の左辺の因子 a2 + b2 + c2 + d2 と x2 + y2 + z2 + w2 とは (3.2)と (3.3)で定義した A, X を用いれば，

a2 + b2 + c2 + d2 = AĀ = ĀA (3.5)

x2 + y2 + z2 + w2 = XX̄ = X̄X (3.6)

と表される．
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いま，(2, 2)パラメーターの Cauchy-Lagrangeの恒等式の証明の (a+ ib)(x− iy)に倣って，Aと X̄ との
積 AX̄ を考えよう．

AX̄ = (a + bi + cj + dk)(x − yi − zj − wk)

= P + Qi + Rj + Sk (3.7)

となる．ここで，P, Q, R, S はそれぞれ

P := ax + by + cz + dw, (3.8)

Q := bx − ay + dz − cw, (3.9)

R := cx − dy − az + bw, (3.10)

S := dx + cy − bz − aw (3.11)

である．
このとき AX̄ の共役 (AX̄) = XĀは (3.7)から

XĀ = P − Qi − Rj − Sk (3.12)

であることは直ちにわかる．
したがって，|AX̄|2 = (AX̄)(XĀ)を求めると，|X|2 は実数であるから Āと交換できて

(AX̄)(XĀ) = A|X|2Ā

= AĀ|X|2

= |A|2|X|2 (3.13)

となるから，|AX̄|2 = |A|2|X|2 であるので

(a2 + b2 + c2 + d2)(x2 + y2 + z2 + w2) = P 2 + Q2 + R2 + S2 (3.14)

が得られる．これに P, Q, R, S の定義の式を代入すれば，(3.1) であることがわかる．これで (3.1) が証明
された．

(3.14)はすなわち (3.1)であるが, (1.3)とは見掛けが一致していない．
したがって,

Q2 + R2 + S2 = (bx − ay)2 + (cx − az)2 + (dx − aw)2

+ (cy − bz)2 + (dy − bw)2 + (dz − cw)2
(3.15)

であることを示す必要がある．そのために Q2, R2, S2 を計算すれば,

Q2 = (bx − ay)2 + (dz − cw)2 + 2(bx − ay)(dz − cw) (3.16)

R2 = (dy − bw)2 + (cx − az)2 − 2(dy − bw)(cx − az) (3.17)

S2 = (dx − aw)2 + (cy − bz)2 + 2(dx − aw)(cy − bz) (3.18)
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であるから

Q2 + R2 + S2 = (bx − ay)2 + (dz − cw)2 + (dy − bw)2

+ (cx − az)2 + (dx − aw)2 + (cy − bz)2 (3.19)

となる．すなわち, クロス項の和は

2[(bx − ay)(dz − cw) − (dy − bw)(cx − az) + (dx − aw)(cy − bz)] = 0

となることは計算を丹念に行えば, 示すことが出来る．
したがって,

(a2 + b2 + c2 + d2)(x2 + y2 + z2 + w2) = (ax + by + cz + dw)2 + (bx − ay)2 + (cx − az)2

+ (dx − aw)2 + (cy − bz)2

+ (dy − bw)2 + (dz − cw)2

が得られる．これは (1.3)であるので，四元数を用いて (1.3)が導出された．
ここでちょっと前に戻るが，(3.13)の意味を見ておこう．(3.13)は

|AX̄|2 = |A|2|X|2 (3.20)

であるが，いま |X|2 = |X̄|2 であるから，

|AX̄|2 = |A|2|X̄|2 (3.21)

が成り立つ．いま X̄ = B とおけば，この式は

|AB|2 = |A|2|B|2 (3.22)

と表され， [4]に述べる絶対値の条件であり，これから絶対値の法則 (2.15)が導ける．

4 おわりに

四元数に近づくことを主眼として，(4, 4)パラメーターの Cauchy-Lagrangeの恒等式を四元数を用いて
証明した [7]．この等式の証明には必ずしも四元数が必要な訳ではない．その証明法はいくつもあり，そ
れらはまったく四元数とは関係ないものが多い [5], [6], [8] - [10]．
また (3.1) は次のような問題とも関係していることがわかっている．それは 4 平方和（つまり 4 つの数

の 2乗の和）の問題である．
これは (3.1) に示されたような 4 つの数の 2 乗の和 a2 + b2 + c2 + d2 と別の 4 つの数の 2 乗の和

x2 +y2 +z2 +w2 の積は (ax+by+cz+dw)2 +(bx−ay+dz−cw)2 +(cx−dy−az+bw)2 +(dx+cy−bz−aw)2

のように a, b, cの文字列と x, y, z の文字列から 1個づつ文字を選び出してつくられた双一次形式，たとえ
ば bx − ay + dz − cw，の 2乗の 4つの和となっている．
この 4平方和の問題を一般化すれば，つぎのような設問となる．いま，a1, a2, · · · , an と b1, b2, · · · , bn は

2つの文字列とする．これらの文字の双 1次形式とはその各項が aibj , (1 ≤ i, j ≤ n)の一次結合である．n

平方和の問題とは，nがどのような値のときに

(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · · + b2

n) = c2
1 + c2

2 + · · · + c2
n (4.1)
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となるような n個の双 1次形式 c1, c2, · · · , cn を見つけることができるか．
この答は Hurwitzの定理として知られていて，n = 1, 2, 4, 8に限られるという [11]．これらは絶対値の

法則 |AB| = |A||B|を満たす数体系として知られている，実数，複素数，四元数，八元数の元の数に対応
している．

5 付録

5.1 付録 1　四元数による (1.2)の証明

二つの実部のない四元数の積から (3, 3)パラメーターの Cauchy-Lagrangeの恒等式 (1.2)を証明するこ
とができる．2つの実部がない四元数

P = ai + bj + ck, (5.1)

Q = xi + yj + zk (5.2)

をとり，積 PQを考えよう．

(ai + bj + ck)(xi + yj + zk) = D + Ai + Bj + Ck (5.3)

と表す．ここで，
D = −(ax + by + cz),

A = bz − cy,

B = cx − az,

C = ay − bx

(5.4)

である．このとき
|(ai + bj + ck)(xi + yj + zk)|2 = |D + Ai + Bj + Ck|2 (5.5)

が成り立つから
(a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = D2 + A2 + B2 + C2 (5.6)

が得られる．ここで，D, A, B, C の定義を代入すれば，(1.2)が成り立つことがわかる．
この証明は実部のない四元数を用いた証明であるが，(1.3)で d = w = 0とおいて (1.2)を得ることもで

きる．同様に (1.2)で c = z = 0とおけば (1.1)が得られる．このことから，一般の (n, n)パラメーターの
Cauchy-Lagrange の恒等式は数学的帰納法で証明できると予想される．それはその通りであり，その証明
は [12]に述べられている．

5.2 付録 2　四元数の商の共役

四元数は除法ができる，いわゆる可除数 (divisible numbers) である．それでもその商である B
A とか，

その共役である (
B

A

)
= B̄

Ā
(5.7)

はどの四元数の書籍を見ても記述がない．四元数の積 AB とかその共役 (2.10)は記述があるのに．
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実はこのエッセイの改訂前の [1] では (5.7) を (2.10) のすぐ下に記載していた．これは私が参考にした
文献 [2] には (5.7) も記載されていたからである．私の参考にした四元数の箇所の執筆は数学者の銀林浩
氏である．銀林氏が私と同様に四元数では (5.7) が一意的でないことに気がついていなかったとは思わ
ない．
むしろ彼は四元数が除法のできる数であることを強調する意図があったのではないか．それと

B/A = B ÷ Aは B が前にあって Aが単純に後ろにあると考えるということだったのだろう．複素数の四
則演算の複素共役はどの書にも記載されている．それでそれに対応した四元数の四則演算の共役を記載
したのであろう．
だが，閲読者の世戸さんが指摘されたように四元数の除法を除数の逆数と被除数との積と考えると，そ

の順序は一意的ではないので，この改訂版では本文での記載を取りやめた．
すなわち，B/Aは B(1/A)の場合と (1/A)B の場合がある．複素数まではこの 2つの場合は積の交換が

可能であったために同じ結果を与える．しかし，四元数の場合には一般の四元数の積は交換しない．その
ために

B

(
1
A

)
=

(
1
A

)
B̄ =

(
1
Ā

)
B̄ (5.8)(

1
A

)
B = B̄

(
1
A

)
= B̄

(
1
Ā

)
(5.9)

の 2つの可能性がある．こういう繁雑さと一意性がないためにどの書籍でも四元数の商の記述がなく，ま
た商の共役を示す (5.7)を記すことをしていないと思われる．それは大いに理由がある．

(2011.7.13)(2025.6.11改訂)
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三角関数の還元公式 2（改訂版）
矢野　忠1）

Reduction Formulae for Trigonometric Functions 2　(Revised Version)
Tadashi YANO

まえおき

以前にこの「数学・物理通信」にシリーズの「三角関数の還元公式」1-4を掲載したが，その中でもこの
「三角関数の還元公式」2 では還元公式全体のうちの一部についての当然あるべき説明に欠けたところが
あった．その補充をしたいと思いながら，その機会がいままでなかったが，このエッセイでそれを行う．
閲読者からご注意があったので，付記するが，三角関数の還元公式は三角関数の加法定理を用いれば，

簡単に導ける．そのことは [1]に他の導出とあわせて述べている．

1 はじめに

「三角関数の還元公式 1」 [2]で円周上の点 Pを原点 Oを中心にして回転することによって三角関数の
還元公式を導出した．このエッセイでは一般に行われている線対称性または点対称性を用いた還元公式
の導出 [3], [4]と藤森の還元公式の導出 [5]について述べる．これは円の対称性を用いていることでは同じ
だが，やはりすこし考え方が違うと思われる．
ここでの三角関数の還元公式の円の対称性を用いた導出では点対称と線対称の知識が必要になるので，

[6], [7]にもとづいて付録にまとめておく．

2 円の対称性による導出 2 (線対称性または点対称性を用いた)

このエッセイで，線対称性を用いて導出する還元公式は負角の公式，補角の公式，余角の公式，( 3π
2 −θ)

の公式である．また点対称性を用いて導出する還元公式は (π + θ)の公式と ( 3π
2 + θ)の公式である．

ここでの導出は [2] の回転による導出とはすこし異なっているが，この線対称性または点対称性を用い
ての還元公式の導出はもっとも一般的によく行われている導出法である．
なお，回転を用いて導かれる還元公式の導出はすでに [2]で述べている．
ここではまず線対称性を用いた還元公式について述べ，その後で点対称性を用いた還元公式について述

べる．

1） 元愛媛大学工学部
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2.1 負角の公式

まず負角の公式を導く（図 2.1を参照せよ）．図 2.1からわかるように角 θ に対応する動径 OPと角 −θ
に対応する動径 OQとは x軸に対称であり，

cos(−θ) = cos θ, (2.1)

sin(−θ) = − sin θ (2.2)

が成り立つ2）．
これは OAが角 0 であるから，この角 0 を中心にして動径 OPは角 0 + θであるのに対して動径 OQは

角 0 − θとなっており，角 0 から同じ大きさの互いに反対向きに角 θだけ回転している．このことは角度
0 を表す OA，すなわち，x軸に対して動径 OPと OQが対称であることを示している．

2.2 補角の公式

角 θに対する補角は π − θであり，角 π − θに対する補角は θである．すなわち，

θ + (π − θ) = π (2.3)

となり，θと π − θとは互いに補角である3）．
図 2.2を見ると ∆OPMを y軸に関して対称に折り返せば，∆OQNが得られる．したがって，この２つ

の三角形は合同であり，点 Pの座標を (x, y)とすれば，点 Qの座標は (−x, y)となる．したがって

cos(π − θ) = − cos θ; (2.4)

sin(π − θ) = sin θ (2.5)

が成り立つ．
またこのことは

θ = π

2 −
(π

2 − θ
)

; (2.6)

π − θ = π

2 +
(π

2 − θ
)

(2.7)

であるから，x軸と角 π
2 をなす直線，すなわち，y軸に関して角 θと π − θとは対称の角をなすことから

もわかる．

2.3 余角の公式

角 θに対する余角は π
2 − θであり，角 π

2 − θに対する余角は θである4）．すなわち，

θ +
(π

2 − θ
)

= π

2 (2.8)

となり，θと π
2 − θとは互いに余角である．

2） 線対称については付録を参照せよ．
3） 補角は角 θが 0 < θ < πの場合に定義されたものであろう．ここではその意味を拡張して使っている．
4） 余角は角 θが 0 < θ < π/2の場合に定義されたものであろう．ここではその意味を拡張して使っている．
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図 2.1 負角の公式

x

y

A

P(x, y)

M

Q(−x, y)

N
θ

π − θ
1

1

−1

−1

O

図 2.2 補角の公式
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図 2.3 余角の公式
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P(x, y)
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Q(−y,−x)
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θ
3π
2 − θ

y = −x

1

1

−1

−1

O

図 2.4 3π
2 − θの公式

図 2.3で∆OPMを直線 y = xに関して対称に折り返せば，∆OQNが得られる5）．したがって，∆OPM
と∆OQNは合同である．
点 Pの座標を (x, y)とすれば，点 Qの座標は (y, x)となる．したがって

cos
(π

2 − θ
)

= sin θ, (2.9)

sin
(π

2 − θ
)

= cos θ (2.10)

が成り立つ．
このことはまた

θ = π

4 −
(π

4 − θ
)
, (2.11)

π

2 − θ = π

4 +
(π

4 − θ
)

(2.12)

5） θを第 2象限の角にここではとったが，第 1象限にとってもよい．図に記号が記入しにくいためにわざと第 2象限の角を選ん
である．x = cos θ, y = sin θと定義していることを想起せよ．ここでは例外的に 0 ≤ θ ≤ π

2 ととられていない．
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であるから，x軸と角 π
4 をなす直線，すなわち，y = xに関して角 θと π

2 − θとは対称の角をなすことか
らもわかる．

2.4 3π
2 − θの公式

線対称性を用いた還元公式の最後に偏角が 3π
2 − θの公式を導出しよう．

図 2.4で∆OPMを直線 y = −xに関して対称に折り返せば，∆OQNが得られる．したがって，∆OPM
と∆OQNは合同である．点 Pの座標を (x, y)とすれば，点 Qの座標は (−y,−x)となる．したがって

cos
(

3π
2 − θ

)
= − sin θ, (2.13)

sin
(

3π
2 − θ

)
= − cos θ (2.14)

が成り立つ．
このことはまた

θ = 3π
4 −

(
3π
4 − θ

)
, (2.15)

3π
2 − θ = 3π

4 +
(

3π
4 − θ

)
(2.16)

と表すことができるので，x軸と角 3π
4 をなす直線，すなわち，y = −xに関して角 θと 3π

2 −θとは対称の
角をなすことからもわかる．
つぎの 2.5節からは点対称性にもとづいた還元公式の導出について述べよう．

2.5 π + θの公式

線対称性を用いて簡単に導ける三角関数の還元公式はすべて導いたので，これからは点対称性を用いて
簡単に導ける三角関数の還元公式について述べる．
これらはいずれも，ある偏角 θあるいは ψ = π/2 + θの三角関数がわかっているときにこれらの偏角 θ

あるいは ψに角度 πだけ加えた偏角の還元公式である．
まずは偏角 π + θに対する公式をこの節では導く． 偏角 π + θの動径は偏角 θの動径に対してちょうど

x

y

A

P(x, y)

Q

Q(−x,−y)

θπ + θ 1

1

−1

−1

O

図 2.5 π + θの公式
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原点対称になっているから，図 2.5で見られるように偏角 θの動径の単位円上の点 Pの座標を (x, y)とす
れば，偏角 π + θの動径の単位円上の点 Qの座標は (−x,−y)となる．このことから

cos(π + θ) = − cos θ, (2.17)

sin(π + θ) = − sin θ (2.18)

となることはすぐわかる．

2.6 3π
2 + θの公式

偏角 3π
2 + θは π

2 + π + θであるから，偏角 π
2 + θのときの動径と原点対称になっている（図 2.6）．した

がって，偏角 3π
2 + θのときの動径の単位円上の点 Pの座標を (x, y)とすれば，点 Pに原点対称な点 Qの

座標は (−x,−y)となっている．

x

y

A

P(x, y) M

θ

Q(−x,−y)N

π
2 + θ

3π
2 + θ

1

1

−1

−1

図 2.6 3π
2 + θの公式

このことから

cos
(

3π
2 + θ

)
= − cos

(π
2 + θ

)
, (2.19)

sin
(

3π
2 + θ

)
= − sin

(π
2 + θ

)
(2.20)

であることがわかる．ここで，問題はまだ cos( π
2 + θ), sin( π

2 + θ)が偏角が θの三角関数で表せていないこ
とである．これについては 3.2節で求めるが，その結果は

cos
(π

2 + θ
)

= − sin θ, (2.21)

sin
(π

2 + θ
)

= cos θ (2.22)

となるので，これを用いれば，

cos
(

3π
2 + θ

)
= sin θ, (2.23)

sin
(

3π
2 + θ

)
= − cos θ (2.24)

と求められる．
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3 円の対称を用いた導出 3　(藤森の方法)

回転を用いた還元公式の導出 [2] とも 2 節で述べた線対称性や点対称性を用いた還元公式の導出とも
まったく異なるともいえないかもしれないが，藤森の与えた導出を述べる [5]．

3.1 余角の公式

x

y

A

P

M

N

θ

ψ

ψ = π
2 − θ

1

1

−1

−1

O

図 3.1 余角の公式

x

y

A

P

M

N

π
2 + θ

ψ

θ

ψ = π
2 − θ

1

1

−1

−1

O

図 3.2 π
2 + � の公式

図 3.1で角 θを正の鋭角とする．角 ψ = π
2 − θは第 1象限の角であり，その余弦関数 cosと正弦関数 sin

は π
2 − θの隣の角 θの sinと cosにそれぞれ等しく，符号は cosは正，sinも正であるから

cos
(π

2 − θ
)

= sin θ, (3.1)

sin
(π

2 − θ
)

= cos θ (3.2)

が導かれる6）．

3.2 π
2 + θの公式

図 3.2で角 θを正の鋭角とする．角 π
2 +θは第 2象限の角であり，その余弦関数 cosと正弦関数 sinはそ

の隣の角 ψ = π
2 − θの cosと sinにそれぞれ等しく，符号は cosは負，sinは正であるから

cos
(π

2 + θ
)

= − cosψ = − sin θ, (3.3)

sin
(π

2 + θ
)

= sinψ = cos θ (3.4)

が導かれる．

6） 藤森は余角の公式を直角三角形において導いており，改めて円を用いては導出していない．直角三角形から得られた余角公式
は一般角で成立することは保証されない．これについての検討はつづきのエッセイに譲る [8]．
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