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最速降下曲線あれこれ (2)

世戸 憲治

Varieties of Brachistochrone Curve (2)

Kenji Seto∗

1 はじめに

『最速降下曲線あれこれ』というのは，10年前の「数学・物理通信」5巻 7号（2015年 9月）に同じ題名で発

表している．今回はこのことに関するご意見を，友人の吉田文夫氏からいただいたことをきっかけに，もう一度

書き直してみることにした．空気抵抗や摩擦抵抗を考慮しないときの最速降下曲線がサイクロイドになることは

よく知られたことである．この 10年前に書いたものは，摩擦抵抗を考慮したときには，ほんの少しでも摩擦を

入れるとサイクロイドとはまったく異なる曲線になることを証明したものである．そのとき解くべき方程式は積

分方程式になるが，これを数値的に逐次近似法を用いて解いたものである．それに対し，吉田氏の意見は，積分

方程式を微分方程式に変換してから数値的に解くというものであった．

そこで私も，積分方程式を微分方程式に変換してやってみたが，私の方法と吉田氏の解析方法とでは，座標や

変数の取り方がまったく違うので，方法としては異なるものであるが，数値的には似たような結果が得られた．

そこで自己流になるかもしれないが，ここで私なりの方法で，解析したものを発表する次第である．

次節で解くべき方程式を導くが，これは 10年前のものと重なる部分が多いが今回の物の独立性のためと，前

回のものは省略部分が多かったので，今回は省略せずに，より詳しく書くことにする．つぎの 3節では，得られ

た積分方程式を微分方程式に変換して数値的に解くことを試みる．

2 摩擦抵抗を考慮したときの方程式

ここでは最速降下曲線に，摩擦抵抗を入れるとどうなるかを解析する．ここでは，鉛直下方に x 軸，水平右方

向に y 軸をとるものとして，いま原点を通るある曲線に沿って，原点から初速度なしで，質量 m の質点を，終

点と決めた点に向かって，落下させる．このとき，曲線上の点 (x, y) における速度を v とし，そこから微小距

離 ds 離れた点 (x + dx, y + dy) まで動くあいだに速度がどのように変化するかを考える．重力加速度を g とし

て，この間の位置エネルギーの減少分 mgdx は，運動エネルギーの増加分 1
2mdv2 と摩擦によるエネルギー損

失分に変わる．このときの摩擦力は質点が斜面に与える垂直抗力で決まるが，この場合，垂直抗力は 2種類あっ

て，１つは重力に起因するものと，2つ目は遠心力に起因するものである．動摩擦係数を µ とすると，この摩擦

によるエネルギー損失は，重力に起因する分が µmgdy となり，また，遠心力に起因する分が µ (mv2/ρ)ds と

なる．ここに，ρ はこの点における曲率半径で，ρ = (1 + y′ 2)3/2/y′′ である．これから，エネルギー保存式は，

mgdx =
1
2
mdv2 + µmgdy + µmv2 y′′

(1 + y′ 2)3/2
ds (2.1)
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となる．実は，この重力に起因する摩擦エネルギーの損失分は，形式的に消すことが可能である．そのために

は，つぎの座標回転を行う．すなわち，α を摩擦角

α = arctan µ (2.2)

として，時計回りの座標回転 (
cos α − sinα
sinα cos α

)(
x
y

)
→

(
x
y

)
(2.3)

をしたものを改めて (x, y) と記すことにする．この変換で，曲率半径や速度は変化しないので，(2.1) 式は

mĝdx =
1
2
mdv2 + µmv2 y′′

(1 + y′ 2)3/2
ds (2.4)

と，(2.1) 式の右辺 2項目が消去された形となる．ただし，ĝ は

ĝ =
g

cos α
=

√
1 + µ2 g (2.5)

と，摩擦係数を重力加速度に繰り込んだ形にしている1)．この (2.4) 式を，ds =
√

1 + y′ 2 dx を用い，v2 に関

する微分方程式になおすと，
dv2

dx
+ 2µ

y′′

1 + y′ 2
v2 = 2ĝ (2.6)

となる．これは，v2 に関する１階の非斉次線形微分方程式なので，定数変化法で解ける．すなわち，(2.6) 式の

右辺を，一旦ゼロとおいて斉次方程式
dv2

dx
+ 2µ

y′′

1 + y′ 2
v2 = 0 (2.7)

として解くと，C を未定定数として

v2 = Ce−2µ arctan y′ (2.8)

と解ける．ここで，定数 C を x の関数と読み直して，この式を (2.6) 式に代入すると C は，

C = 2ĝ

∫ x

0

e2µ arctan y′(xp)dxp (2.9)

と求められる．ただし，x = 0 で v = 0 となるように積分範囲を決めた．この C を (2.8) 式に戻して，v2 は

v2 = 2ĝ
p(x)
p′(x)

(2.10)

と解けたことになる．ここで以下の数式を簡素化するため p(x) と, その x微分 p′(x) を

p(x) =
∫ x

0

e2µ arctan y′(xp)dxp, p′(x) = e2µ arctan y′(x) (2.11)

と定義した．これより，出発点の原点 (0, 0) から終点 (terminal) の (xt, yt) までの所要時間を T とすると，

T =
∫

ds/v, ds =
√

1 + y′ 2 dx を用いて，

√
2ĝ T =

∫ xt

0

f(y′)

√
p′(x)
p(x)

dx, f(y′) =
√

1 + y′ 2 (2.12)

1) ここでは座標軸の取り方を，初め x, y 軸を，それぞれ，下向き，水平右向きに取ってから，エネルギー保存則を作り，その後で座標
回転をしたが，初めから座標回転をしておき，その後でエネルギー保存則を適用しても同じ (2.4) 式になることを注意しておく．
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となる．ここに，f(y′) をこの第 2式で定義した．

つぎに，ここで得た時間 T の y(x) に関する変分をとることになるが，関数 p(x), p′(x) もその定義の中に

y(x) を含むことに注意して，

√
2ĝ δT =

∫ xt

0

√
p′

p

[
δf(y′) +

f(y′)
2

(δp′

p′
− δp

p

)]
dx (2.13)

となる．さらに，(2.12) (2.11) の定義式から，δf, δp′, δp を求めると，

δf(y′) =
y′

f(y′)
δy′, δp′ =

2µp′

f2(y′)
δy′ (2.14)

および，

δp = 2µ

∫ x

0

p′(xp)
f2(y′

(
xp)

)δy′(xp)dxp (2.15)

となる．これらの式を (2.13) 式に代入し，2重積分になるところは，積分順序の変更をすると，

√
2ĝ δT =

∫ xt

0

[y′ + µ

f(y′)

√
p′(x)
p(x)

− µ
p′(x)q(x)

f2(y′)

]
δy′(x)dx (2.16)

となる．ここに，

q(x) =
∫ xt

x

f
(
y′(xq)

)
√

p′(xq)
p3(xq)

dxq, q′(x) = −f
(
y′(x)

)
√

p′(x)
p3(x)

(2.17)

と定義する．さらに，δy′ = dδy/dx として，部分積分し，両端での条件 δy(0) = δy(xt) = 0 を用いると，

√
2ĝ δT = −

∫ xt

0

d

dx

[y′ + µ

f(y′)

√
p′(x)
p(x)

− µ
p′(x)q(x)

f2(y′)

]
δy(x)dx (2.18)

となり，これが停留値をとるためには，

d

dx

[y′ + µ

f(y′)

√
p′(x)
p(x)

− µ
p′(x)q(x)

f2(y′)

]
= 0 (2.19)

あるいは，一度積分し，積分定数を D とすると，

y′ + µ

f(y′)

√
p′(x)
p(x)

− µ
p′(x)q(x)

f2(y′)
= D (2.20)

となる．これが，摩擦抵抗が入った場合の最速降下曲線を求めるための方程式である．この式を見て分かるとお

り，これは y′ に関する複雑怪奇な積分方程式であり，その解曲線は，局所的な条件だけで決まるのではなく，関

数 p(x) をとおして自分が走ってきた過去を振り返りながら，関数 q(x) によって未来を見据えることで決まる

ことになる．

こんな方程式が解析的に解けるとは思えないが，この方程式の特別な場合を考えると自明な解がいくつかある．

その一つは，終点が出発点の真下にある場合，すなわち，この回転した座標系では，終点が直線 y = (tanα)x

上にある場合である．このときは，そのまま真っすぐ落下するのが最短時間になるので，(2.2) 式の tanα = µ

を用いて，

y′ = µ, f(y′) =
√

1 + µ2, p(x) = e2µαx, p′(x) = e2µα, q(x) = −2

√
1 + µ2

e2µα

( 1√
xt
− 1√

x

)
(2.21)
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となる．これらの式を (2.20) 式に代入すると，積分定数 D が，

D =
2µ√

xt(1 + µ2)
(2.22)

と決まる．

もう一つ，摩擦係数 µ がゼロのときは，求める曲線はサイクロイドになるはずであるが，それも確かめておこ

う．(2.11) 式で µ = 0 と置くと，p′ = 1, p = x となるので，方程式 (2.20) は

y′√
1 + y′2

= D
√

x (2.23)

となり，これから y′ を求め，さらに積分して y の形にすると，

y′ =

√
D2x

1−D2x
, y =

∫ x

0

√
D2xs

1−D2xs
dxs (2.24)

となる．なおここでは，解曲線が原点を通るように積分範囲を決めた．この積分を実行するには，積分変数を，

D2xs = sin2 φ と置き直して，積分すると，

y =
2

D2

∫ φ

0

sin2 φsdφs =
1

D2

∫ φ

0

[
1− cos(2φs)

]
dφs =

1
2D2

[
2φ− sin(2φ)

]
(2.25)

を得る．最後に，変数の置き換え 2φ = θ, 1/(2D2) = r を実行すると，

x = r
(
1− cos θ

)
y = r

(
θ − sin θ

)
(2.26)

となって，これはまさしく，半径 r の円が滑ることなく y 軸上を回転したとき，円上の 1点が残す軌跡，すな

わち，サイクロイド曲線である．

これで方程式 (2.20) の特殊な場合の解法を終わるが，ここで後で使用するために，この (2.20) 式から q を求

めておくと，

q(x) =
f2(y′)
µ p′(x)

[
y′ + µ

f(y′)

√
p′(x)
p(x)

−D

]
(2.27)

となる．

3 微分方程式に変換した数値解法

以下では，この積分方程式 (2.20) を微分方程式に変換してから数値的に解くことを試みる．そのため，x 座

標を微小間隔 h 毎に区切り，以下，変数を，

xn = nh, y′n = y′(xn), pn = p(xn), qn = q(xn), (n = 0, 1, 2, 3, · · · ) (3.1)

と n 番号の添え字付きで表わすことにする．

ここでは p, q の x 微分をプライム「′」で表わしてきたが，(2.11) (2.17) 式を用いて，正しい書き方をすると，

dp

dx
= e2µ arctan y′ ,

dq

dx
= −f(y′)

√
e2µ arctan y′

p3
(3.2)
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と表わされる．以下これらの式を数値計算にもっていくために，近似的に微分を差分に置き換えて，

pn+1 = pn + h e2µ arctan y′n , (n = 0, 1, 2, · · · ) qn+1 = qn − hf(y′n)

√
e2µ arctan y′n

p 3
n

, (n = 1, 2, 3, · · · ) (3.3)

とする．ここで，p の方の番号 n は 0 以上の整数とした．それに対し，q の番号 n を 1 以上の整数としたのは，

もし n = 0 とすると，右辺の分母に p0 = 0 があるために，発散を避けるため n は 1 以上とした．

以下，実際の数値計算法について説明する．初めに与えなければならないのは摩擦係数 µ の値と x 軸の刻み

幅 h で，ここでは

µ = 0.1, α = arctan µ = 0.09966 · · · h = 0.1 (3.4)

としておく2)．このときの摩擦角 α = arctanµ の値はこの第 2 式のようになる．つぎに (3.3) の p の式で，

n = 0 とおくと，

p1 = p0 + h e2µ arctan y′0 (3.5)

となるが，ここで，p0 = 0 であり，y′0 については，原点から落ち始めた質点は，最初は，まっすぐ下向きに落

ちるので，ここでの摩擦角 α だけ傾いた座標軸から見ると，y′0 = tan α = µ となる．これで，

p1 = h e2µα (3.6)

と決まる．

つぎに決めるのは，y′1 と (2.27) 式に含まれる定数 D の値である．実はこれら 2つの量は終点位置 (xt, yt)

に関係していて，以下に述べるように y′1, D の値で終点位置が決まる．まず，この y′1, D の値を適当に決めて

から，(2.27) 式で x = x1 と置くと，

q1 =
f2(y′1)
µ p′1

[
y′1 + µ

f(y′1)

√
p′1
p1
−D

]
(3.7)

と q1 が決まる．ここで， y′1, D の値は適当に決めると言ったが，実際は y′1 は y′0 よりも大きく，また，D の

値はこの式右辺の大括弧の中が正の値になるように決めるものとする．

これで (3.6) 式の p1 と (3.7) 式の q1 が決まったので，(3.3) の 2本の式で n = 1 と置くと，p2, q2 が決ま

る．あとは，(2.27) 式で x = x2 とすると

q2 =
f2(y′2)
µ p′2

[
y′2 + µ

f(y′2)

√
p′2
p2
−D

]
(3.8)

となるが， p2, q2 はすでに決まっているので，残る未定定数は y′2 で，これは f と p′2 にも含まれる．この y′2
をこの式から求めるには，非線形方程式なので簡単ではないが，数値的には「Newton 法（接線法）」や「挟み打

ち法」など，種々の解法があるので，それらを用いて求めることになる．この y′2 が求まると (3.3) の 2本の式

で n = 2 とすると p3, q3 が求まる．あとはこの繰り返しになるが，x = xn とした (2.27) 式

qn =
f2(y′n)
µ p′n

[
y′n + µ

f(y′n)

√
p′n
pn
−D

]
(3.9)

2) x 軸を区分したときの長さ h は，もちろん長さの次元を持つが，ここでは敢えてその単位を書かなかった．その理由は，でき上る曲
線上の座標 (xn, yn) は，この長さ h に比例して大きくなったり，小さくなったりする．したがって，でき上がる図形は h の値に
よって大きさは変わるが，すべて相似なものになるので，単位は適当に取ったことにして，ここでは書かないことにした．
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と (3.3) 式を利用して，次々に y′n を求めていく．このとき，q(x) の定義式 (2.17) から分かるように x が終点

の xt のところで q(xt) = 0 となる．実際，漸化式 (3.3) から分かるように qn の値は n が大きくなるほど小さ

くなる．実際には，qn がちょうどゼロになることはないとしても，正の値から負の値に変わるところがあるは

ずで，そこが近似的に終点の x 座標 xt を与えることになる．そのときの番号 n を終点の番号 nt としておく．

ここまで求まると，y 座標の方は漸化式

yn+1 = yn + h y′n, y0 = 0, y′0 = tan α = µ, (n = 0, 1, 2, · · ·, nt) (3.10)

で求められる．ここで，ynt が終点の y 座標 yt となる．

以上の計算方式にしたがい，プログラミング言語 Visual Basic を用いて求めた最速降下曲線を図 1に挙げる．

この図で，各曲線に付けた数値はパラメーター D の値を示す．

図 1 積分方程式を微分方程式に変換して解いたもの 図 2 前回の積分方程式のまま解いたもの

図 1の右に掲げる図 2は，10年前の積分方程式をそのまま，逐次近似法を用いて数値的に解いた結果である．

これら 2つの図は全体を見るとおおかた似た図になっているが，よく見ると各線の間隔が違っている．実はこの

図 1を作る段階で，もう 1つのパラメーターである y′1 の取り方を工夫して図 1と図 2が近づくように工夫した

つもりであるが，そう簡単ではなかった．実際ここでは，図 1を描くときのパラメーター y′1 は，

無次元数 λ =
√

hD を用いて，　 y′1 = µ
[
1 + 50λ− 1000λ2 + 10000λ3

]
(3.11)

と置いてみた．しかしより工夫することで，図 1と図 2をもっと近づけることができたかもしれない．あるい

は，微分方程式を数値的に解くときの誤差が滞積したためとも考えらる．

もう１つ，これら 2つの図で注目すべきことは，質点が原点から落ち始めるときは真っすぐ下向きに落ちてい

くが，すぐにカーブして，あとはほぼ直線的に落下していく．この直線上を走るときは，位置エネルギーの減少

分は摩擦抵抗に抗する仕事に使われるので，速度は一定と考えてよい．またこのときは直線上を動くので遠心力

も働かなくなる．したがって，(2.1) 式から，

dx = µdy, すなわち， x = µ y + Const. (3.12)

となって，これが漸近線となる．ただしここで，座標の取り方が x と y で逆になっていることに注意する．

ところで，前節の終わりのところで説明したように，摩擦係数 µ がゼロになると，解曲線はサイクロイドにな

る．したがって， µ の値をゼロに近づけたときは，サイクロイドに近い形になると考えられる．
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これら 2つの相反する事柄，すなわち，質点は落下するにしたがい，(3.12) 式の漸近線に近づくということと，

サイクロイドに近づくというのは，明らかに矛盾している．試しに，これまで使ってきた摩擦係数の値 µ = 0.1

を 1桁小さくして，µ = 0.01 としてグラフを描いてみると以下の図 3のようになる．

図 3 摩擦係数 µ の値を µ = 0.01 にした場合

この図では確かに，パラメーター D の値が大きいほどサイクロイド曲線に近くなっている．しかしこの計算

法では，漸近線に近づくか，サイクロイドに近づくかを，解析的に決めることは困難である．これは終点の位置

がどこになるかにも依存していると考えられるが，この終点位置も解析的には求まらない．

4 おわりに

「はじめに」のところで書いた 10年前の論文では，摩擦係数がゼロから少しでも正の値になると，サイクロイ

ドにはならないで直線状になるものと考えていた．つまりこの現象は特異摂動の一種と思っていたが，今回の解

析でそうではないことに初めて気付かされた．とは言え，この前の節で書いたように，漸近線に近づくか，サイ

クロイドに近づくかは，現時点ではまだ明確な判断基準が見いだせずに，未解決のままである．

もう一つ，今回の解析で苦労したのは，数値計算のところで曲線のグラフを描いているときに，曲線があると

ころで突然折れ曲がってしまうことである．これは後でその理由が分かったのだが，曲線がサイクロイドに近づ

くとき，x 軸を下向きに取ったために，サイクロイドの最下点で，y′ が +∞ になり，最下点を過ぎると y′ は

−∞ になるために，x 軸から見ると戻る方向に進むためであった．これは，x 方向の刻み幅 h の符号を変える

ことで解決した．しかしこの突然の折れ曲がりも，後でよくよく考えてみると，そこで反射が起こると考えれ

ば，解の 1つとしても良いのかもしれない．

どうもこの摩擦を考慮した最速降下曲線というものは問題があり過ぎて，今後もよく考えてみる必要がありそ

うだ．

謝辞　摩擦力を考慮した最速降下曲線の場合でも，摩擦係数をある値より小さくすると解曲線はサイクロイドに

近づいていくということを吉田文夫氏から初めて教えていただいた．ここに謹んで感謝します．
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四元数と空間回転 1（改訂版）
矢野　忠1）

Quaternions and Spatial Rotations 1
Tadashi YANO

まえおき

これは以前にこの数学・物理通信に掲載した「四元数と空間回転 1」 [1] の改訂版である．改訂の主な
箇所は 4節「四元数による空間回転」と付録 1である．これは雑誌「数学セミナー」への寄稿したときに
四元数による空間回転の発見法的な記述が少し一般化されたことを反映させている [2]．

1 はじめに

この四元数のシリーズでは四元数で空間回転を取り扱うことを一つの目標としている．
現在ではベクトルなどの空間回転を取り扱う方法としては

1. ベクトルでの表現
2. マトリックスによる表現
3. 四元数による表現

の３つが少なくとも知られている．それぞれの表現は長所，短所があるが，このエッセイの目的は四元数
による空間回転の表現を考えることである．

2 目的の提示

この節ではすでに四元数のことを知っている方々にこのエッセイの目的を示す．用語の説明等を詳し
くはしていないので，四元数の知識のない方々はこの節を飛ばして 3節を先に読んだ後でこの節に戻って
下さい．

vを四元数とし，また qを単位四元数とし，その共役単位四元数を q̄とする．四元数 vを

v = w + xi + yj + zk, (w, x, y, z :実数) (2.1)

と表せば，vの虚部 Im(v) = xi+yj +zkは 3次元空間を表していると考えられる．または vの虚部 Im(v)
は 3次元空間の位置ベクトルと考えてもよい．要するに Im(v)を空間ベクトル vと同一視できる．
また単位四元数 qを

q = cos θ

2 + n sin θ

2 , (n = in1 + jn2 + kn3, n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1) (2.2)

とすれば，四元数による vの空間回転は
u = qvq̄ (2.3)

1） 元愛媛大学工学部
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で表される．ここで uは四元数 vを (2.3)で変換して得られる四元数である．すなわち，(2.3)は空間回転
を四元数で表したもので，(2.2)の中の nは空間回転軸の方向を示し，θは回転角の大きさを表す．
この変換によって，|u| = |v|が成り立つ．変換によってもちろん四元数 vの虚部 Im(v) = xi + yj + zk

だけでなく，実部 Re(v) = wも変換されるが，実部と虚部とは互いに入り交じり合わない．
したがって，vの虚部の大きさも実部の大きさも変わらない．すなわち，

|Re(u)| = |Re(v)| (2.4)

|Im(u)| = |Im(v)| (2.5)

が成り立つ．
このため，空間のベクトル v の大きさを変えずに原点を中心として回転し，空間ベクトル u になった

ことと同じと考えられる．すなわち (2.3) は空間における回転を表すと考えられる．
ところで空間回転を表す固有直交行列 Rでベクトル vを空間回転させれば，回転後のベクトル uは

u = Rv, (R :直交行列) (2.6)

で得られるが，この空間回転 (2.6) は四元数を用いた表現では単位四元数 q とその共役四元数 q̄ でサンド
イッチ風にはさんだ変換 (2.3)と同等である2）．ちょっと不思議に思える (2.3)の導出を発見法的に示した
い．これがこのエッセイの目的である．
以上このエッセイの目的を述べたが，つぎの 3節で四元数とその積について述べる．

3 四元数とその積

x, yを四元数として，４つの元 1, i, j, kで四元数を

x = x0 + x̂

y = y0 + ŷ

と表す．ここで，四元数の虚部を x̂ := ix1 + jx2 + kx3, ŷ := iy1 + jy2 + ky3 で表す．x0, y0 はこの四元数
の実部である．

1と四元数の虚数単位 i, j, kとは交換可能であるが，虚数単位 i, j, kは互いに交換可能ではなく

i2 = j2 = k2 = −1 (3.1)

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j (3.2)

という代数系を満たしている．
2節では詳しくは用語の説明をしなかったので，ここでその説明をしておこう．

x = x0 + x̂ (3.3)

と表したときに，x̂を
x̂ := ix1 + jx2 + kx3 (3.4)

2） (2.3)から (2.6)が導かれることを示すことはそれほど難しくはない．
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で定義したが，この x̂を四元数の虚部（またはベクトル部分）という．これは四元数 xが 4次元空間を表
しているとして，四元数の虚部を 3 次元空間と同定できるからである．また x0 を四元数 x の実部（また
はスカラー部分）という．
四元数 xに対してその共役四元数を x̄で表し，

x̄ := x0 − x̂ = x0 − (ix1 + jx2 + kx3) (3.5)

で定義する．
また，四元数 xのノルム N(x)の 2乗を

[N(x)]2 = xx̄ = |x|2 = x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 (3.6)

で定義する．ノルム N(x)は
N(x) = |x| =

√
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 (3.7)

となる3）．
xx̄ = x̄x = |x|2, (xと x̄とは交換可能) (3.8)

であるから，(3.8)の x̄をノルムの 2乗 |x|2 6= 0で割れば，

x

(
x̄

|x|2

)
=

(
x̄

|x|2

)
x = 1 (3.9)

となり，x 6= 0の四元数 xの逆四元数 x−1 が

x−1 := x̄

|x|2
(3.10)

で定義される．
また (3.9)を x−1 を用いて表せば，

xx−1 = x−1x = 1 (3.11)

が成り立つので，xと x−1 とは交換可能である．
さらに，ノルムが 1であるような四元数を単位四元数という．すなわち，xが単位四元数ならば |x| = 1

である．その逆四元数もまた単位共役四元数である．このとき

x−1 = x̄, 　(|x| = 1 のとき)

が成り立つ．
さて四元数 xと yの積 xyもまた四元数である．
すなわち，

xy = x0y0 − (x1y1 + x2y2 + x3y3)

+ i(x0y1 + y0x1 + x2y3 − x3y2)

+ j(x0y2 + y0x2 + x3y1 − x1y3)

+ k(x0y3 + y0x3 + x1y2 − x2y1)

= x0y0 − (x̂, ŷ) + x0ŷ + y0x̂ + [x̂, ŷ]

(3.12)

3） ノルムの定義はここでのノルムの 2乗をノルムと定義する文献もある．
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ここで

(x̂, ŷ) := x1y1 + x2y2 + x3y3 (3.13)

[x̂, ŷ] := i(x2y3 − x3y2) + j(x3y1 − x1y3) + k(x1y2 − x2y1) (3.14)

で定義される．ここで x̂, ŷ をベクトル記法で表すとベクトル x, y で表され，(x̂, ŷ)はベクトルのスカラー
積 x · yのことであり，[x̂, ŷ]はベクトル積 x× yのことである [3]．

(3.12)を
xy = (x0y0 − (x̂, ŷ), x0ŷ + y0x̂ + [x̂, ŷ])

と表すこともある．x0y0− (x̂, ŷ)は四元数 xyの実部（またはスカラー部分）であり，x0ŷ + y0x̂ + [x̂, ŷ]は
xyの虚部（またはベクトル部分）である．
ここで，x̂ を x，ŷ を y と表さないのは普通のベクトルと四元数とを区別をしたいためであるが，x̂, ŷ

の代わりに x, y で表す考え方もある．この場合にはスカラーとベクトルとの形式的な和（形式和）を考
えるので，ベクトルとスカラーとの和が定義できるわけではない．そこらあたりが初心者には難しいかも
しれない．付録 1には Kuipers [5]にしたがってベクトル記法を用いた説明をする．
ここで，ちょっと注意しておきたいことがある．特殊な四元数の積には Hamilton が四元数を発見した

ときと似た事情が生じる．すなわち

もし四元数が虚部しかもたない（以下では「実部のない四元数」という）ときに，実部のない２つの四
元数の積は実部のある一般の四元数であり，実部のない，特殊な四元数ではない．

いま例を取り上げて述べよう．実部のない２つの四元数 v, w

v = ix1 + jx2 + kx3 (3.15)

w = iy1 + jy2 + ky3 (3.16)

とを考えて，その積 vwをつくれば

vw = (ix1 + jx2 + kx3)(iy1 + jy2 + ky3)

= −(x1y1 + x2y2 + x3y3) + i(x2y3 − x3y2) + j(x3y1 − x1y3) + k(x1y2 − x2y1)

= −(x̂, ŷ) + [x̂, ŷ]

(3.17)

であった．ここで，−(x̂, ŷ)は四元数 vwの実部であり，[x̂, ŷ]は虚部である．(3.17)は (3.12)で x0 = y0 = 0
とおいても得られる．
すなわち，実部のない 2つの四元数でも，それらの積は実部をもつことがわかる4）．
この事実は Hamiltonが元 kをもたない，2つの四元数（すなわち，退化型の四元数）の積をつくったと

きにその積の四元数は元 kを含んでいたことと類似の現象である．
以下に簡単にこのことを復習しておく．
２つの四元数 x, y

x = x0 + ix1 + jx2 + kx3

y = y0 + iy1 + jy2 + ky3

4） 実部のない 2つの四元数 v, wの積 vwの式から vw = w̄v̄を証明することができる．さらに一般の四元数 x, yの積 xyの共役
は xy = ȳx̄であることが証明できる．証明は付録 3に示す．
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において，x3 = y3 = 0とおいた四元数

p = x0 + ix1 + jx2

q = y0 + iy1 + jy2

の積 pqをとったときに

pq = (x0 + ix1 + jx2)(y0 + iy1 + jy2)

= x0y0 − (x1y1 + x2y2) + i(x0y1 + y0x1) + j(x0y2 + y0x2) + k(x1y2 − x2y1)

となり，元 kを含まない２つの四元数でもその積には元 kを含む項が必ず現れる5）．
このことが Hamiltonを四元数の発見へと導いたのであった [4], [1]．

4 四元数による空間回転

この 4節の目的は 2節で述べた，四元数による空間回転を表現する式 (2.3)を，Kuipersの考え [5]を少
し拡張して発見法的に導くことである．
状況を 2次元の回転の場合から見ていこう．
2次元の平面上の回転なら，単位複素数 q = cos θ + i sin θを任意の複素数 v = x + iyにかけて，qvをつ

くれば，qv = u，すなわち，

(cos θ + i sin θ)(x + iy) = (x cos θ − y sin θ) + i(x sin θ + y cos θ) (4.1)

と表される．もちろん，左辺の x + iyは回転前の座標 (x, y)を表し，右辺の (x cos θ− y sin θ) + i(x sin θ +
y cos θ)は回転後の座標 (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ)である．
ここで複素数の積 qv = uの絶対値をとってみれば，qは単位四元数であるから |q| = 1が成り立つ．そ

れで |u| = |qv| = |q||v| = |v|であることがわかる．すなわち |u| = |v|が成り立つ．
この 2次元の平面上の回転にならって，単位四元数 q = q0 + iq1 + jq2 + kq3, (|q| = 1)を任意の大きさの

四元数 x = x0 + ix1 + jx2 + kx3 にかけてみよう．
ここで実際に演算を実行する前に，記述を簡単にするために 3節で導入した四元数の虚部を表す記号を

用いる．それは q̂ := iq1 + jq2 + kq3 と x̂ := ix1 + jx2 + kx3 であった．この記号をつかって qxを計算す
れば，

qx = (q0 + q̂)(x0 + x̂)

= q0x0 + q0x̂ + x0q̂ + q̂x̂

= q0x0 − (q̂, x̂) + q0x̂ + x0q̂ + [q̂, x̂] (4.2)

となる6）．ここで |q| = 1であることを用いれば，qxの絶対値は |qx| = |q||x| = |x|であるから，xに qを
かけることは 4次元空間の直交変換である．もし，ここで xに qをかけた qxの実部 Re(qx)が不変である
と仮に設定すると，すなわち，

Re(qx) = Re(x) (4.3)

5） この積 pqは (3.12)で x3 = y3 = 0とおいて求められる．
6） 積 q̂x̂は (3.17)から q̂x̂ = −(q̂, x̂) + [q̂, x̂]となる．
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とすると，それと直交する虚部 Im(qx)も不変，Im(qx) = Im(x)となるはずで，その変換 x → qxは 3次
元回転となるだろう．なぜなら |qx| = |q||x| = |x|であるから．
しかし，残念ながらそうはなっていない．なぜなら

Re(qx) = q0x0 − (q̂, x̂) 6= x0 = Re(x) (4.4)

これで 2次元平面での回転のようには 3次元空間の回転は記述ができないことがわかった．そのため x

の実部が不変であるような変換を探したい．
もう一つの単位四元数 rを qxの左からかけることを考えても，これは rq = sという一つの単位四元数

を左からかけることになるので，目的を達成できない．
では単位四元数 r を四元数 xの右側からかけて qxr をつくり，Re(qxr) = x0 とすることができるだろ

うか．
実際に qxrをつくってみよう．そのために qx = Q = Q0 + Q̂とおけば，ここで Q0 = q0x0 − (q̂, x̂), Q̂ =

q0x̂ + x0q̂ + [q̂, x̂]であるから

qxr = Qr

= Q0r0 − (Q̂, r̂) + Q0r̂ + r0Q̂ + [Q̂, r̂]

= Re(qxr) + Im(qxr)

(4.5)

である．ここで

Re(qxr) = Q0r0 − (Q̂, r̂)

= q0r0x0 − r0(q̂, x̂)− q0(x̂, r̂)− x0(q̂, r̂)− ([q̂, x̂], r̂) (4.6)

である．この (4.6) の最後の項 ([q̂, x̂], r̂) が x̂ によらず 0 となるのは r̂ = ±q̂ のときである．この場合に
(4.6)の第 2項と第 3項の和を −r0(q̂, x̂) − q0(x̂, r̂) = 0とするには，r̂ = q̂のときには r0 = −q0 ととり，
r̂ = −q̂のときには r0 = q0 ととればよい．すなわち，rとして r = ±q̄にとればよい．このとき (4.6)の第
1項と第 4項だけが残って

Re(qxr) = ±Re(qxq̄)

= ±[q2
0 + (q̂, q̂)]x0

= ±x0, (q2
0 + (q̂, q̂) = 1)

(4.7)

であるから，r = q̄のときには Re(qxq̄) = x0 となる．
このことから (2.3) が導かれる．ここで q が単位四元数であることを用いた．この (2.3) が空間回転を

表すことはつぎのようにしてわかる．
qq̄ = |q|2 = 1であることを用いれば,

|y| = |qxq̄|

= |q||x||q̄|

= |x| (4.8)

であり，y = y0 + iy1 + jy2 + ky3, x = x0 + ix1 + jx2 + kx3 とおけば，(4.8)から |y|2 = |x|2 であるから

y2
0 + y2

1 + y2
2 + y2

3 = x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 (4.9)
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が成り立つ．ここで y0 = Re(qxq̄) = x0 であるから，(4.9)の両辺から y2
0 = x2

0 を引けば，

y2
1 + y2

2 + y2
3 = x2

1 + x2
2 + x2

3 (4.10)

が成り立つ。これは (x1, x2, x3) で表された位置ベクトル x が大きさを変えず，回転されて位置ベクトル
yになったことを示している．
すなわち，四元数の虚部 xを空間の 3次元ベクトル xと同定すれば，一般の単位四元数 qで (2.3) を用

いて変換しても，やはり yは四元数の虚部であるから，3次元ベクトル yであると同定される．これは直
交変換 Rで空間ベクトル xを (2.6)によって変換しても，xを空間座標の原点 Oのまわりに角 θだけ空間
回転させて空間ベクトル yとなっていることと同様である．
空間の回転では，回転軸の方向とその軸のまわりの回転角の大きさ θを示す必要がある．これは単位四

元数 qでは
q = cos θ

2 + n sin θ

2 , (n = in1 + jn2 + kn3)

と表される．ここで n1, n2, n3 は回転軸の方向を示す方向余弦である．一見すれば，n1, n2, n3 の 3つのパ
ラメータがあるように見えるが，

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1

の条件があるので，回転軸を指定するフリーパラメータは 2つである．それに加えて回転軸のまわりの回
転角 θとをあわせて，3つのパラメータで空間回転を定めている．

xを yに変換する行列を Rとすると，これで

y = Rx (4.11)

の直交行列 Rの直交性 RRT = 1がほぼ示されたことになる。精確には Rが直交固有行列である（空間反
転をさせていない）ためには det R = 1であることを示さなければならない．
以下では det R = 1であることを示しておく．3行 3列の直交行列 Rを新しく計算してもいいのだが，

それをすでに計算している [6]．それを参照することにしよう．念のために今回あたらめて計算結果を
チェックして正しいことを確かめてある．それによれば，

det R =

∣∣∣∣∣∣∣∣
E1 E2 E3

F1 F2 F3

G1 G2 G3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= E1(F2G3 − F3G2)− E2(F1G3 − F3G1) + E3(F1G2 − F2G1) (4.12)

が det R = 1であることを示せればよい．(4.12)の第 1項から第 3項を計算すれば，

E1 = n2
1(1− cos θ) + cos θ,

F2G3 − F3G2 = n2
1(1− cos θ) + cos θ,

E1(F2G3 − F3G2) = [n2
1(1− cos θ) + cos θ]2 (4.13)

E2 = n1n2(1− cos θ)− n3 sin θ,

F1G3 − F3G1 = −[n1n2(1− cos θ)− n3 sin θ],

E2(F1G3 − F3G1) = −[n1n2(1− cos θ)− n3 sin θ]2 (4.14)
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E3 = n1n3(1− cos θ) + n2 sin θ,

F1G2 − F2G1 = n1n3(1− cos θ) + n2 sin θ,

E2(F1G3 − F3G1) = [n1n3(1− cos θ) + n2 sin θ]2 (4.15)

となるから，(4.13)-(4.15)を (4.12)に代入すれば，

det R = [n2
1(1− cos θ) + cos θ]2 + [n1n2(1− cos θ)− n3 sin θ]2 + [n1n3(1− cos θ) + n2 sin θ]2

= n2
1(1− cos2 θ − sin2 θ) + 1

= 1 (4.16)

となり，確かにこの直交行列が空間反転を含まない固有直交行列であることを示すことができた．
実は qvq̄の実部が変換に対して不変であることを示した，この 4節の証明はあまり見通しがよくない．

ベクトル記法を用いれば，私たちの知っている，ベクトル代数の知識を使えるので，もっと見通しよく示
すことができる．それについては付録 1に述べる．
また，(2.3)が空間回転を実際に表していることは付録 2に示す．

5 四元数の虚部と 3次元空間

この節では (2.3) の例を 6 節で述べる前に四元数の虚部と 3 次元空間との対応について述べる．2 つの
四元数 xと yとの積 xyは (3.12)で表され，その中に出てきた (x̂, ŷ)と [x̂, ŷ]はベクトル代数を知っていれ
ば，(3.13), (3.14)から

(x̂, ŷ) = x · y, （スカラー積）

[x̂, ŷ] = x× y, （ベクトル積）

である．
いま，3次元空間に直交座標系を導入して，その x軸，y軸，z軸をそれぞれ四元数の虚部の i軸，j 軸，

k軸と考えれば，3次元空間のベクトル x = x1i + x2j + x3kと四元数の虚部 x̂ = ix1 + jx2 + kx3 とは同一
視できる．これは平面上のベクトル r = xi + yj と複素数 z = x + yiとを同一視できることと同様である．

3次元空間の x軸，y軸，z軸の正の方向を向いた単位ベクトルをそれぞれ i, j, kとすれば，ベクトル代
数のスカラー積から

i · i = j · j = k · k = 1 (5.1)

i · j = j · k = k · i = 0 (5.2)

が得られ，またベクトル積から

i× i = j × j = k × k = 0 (5.3)

i× j = −j × i = k (5.4)

j × k = −k × j = i (5.5)

k × i = −i× k = j (5.6)
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が得られる．
これらを四元数の 3つの元 i, j, kのもつ代数系と比べてみれば，(5.4), (5.5), (5.6)が (3.2)と対応した性

質をもっている．
もっとも他の関係はそのような対応関係をもっていないので，四元数の元 i, j, k の代数系と 3 次元空間

の単位ベクトル i, j, kのスカラー積とベクトル積の関係がすべて 1対１に対応している訳ではない．しか
し，全体としてみれば四元数の虚部と 3次元空間とが対応しており，これを同一視することができる．

6 簡単な例

4節でベクトルの空間回転を四元数で表す公式 (2.3)

u = qvq̄, (q = cos θ

2 + n sin θ

2 , n = in1 + jn2 + kn3) (2.3)

を導いたが，ここで簡単な例を考えてみたい [7]．
いま z軸上の単位ベクトル kを y軸のまわりに 90◦ 回転させてみよう（図 6.1参照）．図 6.1を見れば，

すぐにこの回転で kは iとなることがわかる．
5節で述べたように四元数の虚部と 3次元空間を対応させれば，ベクトル kは四元数の元 k に，y 軸上

の単位ベクトル j は四元数の元 j に，また x軸上の単位ベクトル iは四元数 iに対応している．
このように空間のベクトルを四元数に翻訳して，空間回転をあらためて四元数での空間回転 (2.3) で計

算してみよう．このとき (2.3)の nは n = j であり， θ
2 = π

4 であるから，qは

q = cos π

4 + j sin π

4 = 1√
2

(1 + j)

となる．したがって

qkq̄ =
(

cos π

4 + j sin π

4

)
k

(
cos π

4 − j sin π

4

)
= 1√

2
(1 + j)k 1√

2
(1− j)

= 1
2(1 + j)(k − kj)

= 1
2(k + i + i− k)

= i

この空間回転は図 6.1 を見れば直観的にわかることだが，確かに四元数の回転 (2.3) で実現できることが
示された．

-

6







�
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?

π/2

i

j

k

O

x

z

y

図 6.1 単位ベクトル k の y軸まわりの 90◦ の空間回転
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7 おわりに

このエッセイでは四元数で空間回転を表す公式 (2.3) を天下りではなく，発見法的に導いた．ここでは
少し一般化した手法を用いたが，基本的には [5]にしたがった説明である．
空間回転の表現法は他にも

1. ベクトルでの表現
2. マトリックスによる表現

がある．
四元数による空間回転の公式 (2.3)においては (2.2)に示された qの式に示されているように回転軸のま

わりの回転角 θの 1/2が現れており，回転角 θが直接に現れていない．このことを疑問に思う人もいる．
もちろん四元数による表現をベクトルでの表現，またはマトリックスによる表現に書き直せば，空間回

転の回転角は四元数の空間回転公式に現れた角の 2倍になることがわかる．
しかし，その説明は上の空間回転の 2つの別の表現とあわせて，つぎのエッセイの課題としたい．

8 付録

8.1 付録 1　ベクトル記法による qxrの実部の計算

4節で qxrの実部が r = q̄のときに不変となることを示したが，あまり計算の見通しがよくない．それ
で 4節の計算を見通しのよい Kuipersの方法 [5]で示しておく7）．

Kuipersは
x = x0 + x, y = y0 + y (8.1)

と表す．すなわち，x̂ = x, ŷ = yと普通のベクトル記号を使って表し，スカラー積 (x̂, ŷ)は

(x̂, ŷ) = x · y (8.2)

で，ベクトル積 [x̂, ŷ]は
[x̂, ŷ] = x× y (8.3)

で表す．そうすれば (3.12)は

xy = x0y0 − x · y + x0y + y0x + x× y (8.4)

と表される．この表記法を用いれば，ベクトル代数になじんでいる方々にはとても見通しがよい．こうい
う理由から Kuipersはベクトル記法をつかっている．

7） このエッセイで Kuipersの表記法を用いなかった理由は，たとえば下で与えた式，x = x0 + xがベクトルとスカラーの和で
定義されるような誤解を招くことを避けるためであった．その誤解は 4 節では避けられたと思うが，計算の見通しが非常に悪
い．Kuipersは四元数の演算を直観的に分かりやすくするためにベクトル記法を用いている．
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単位四元数 qを q = q0 + qと表し，四元数 xを x = x0 + xと表す．そのとき

qx = (q0 + q)(x0 + x)

= q0x0 + q0x + x0q + qx

= q0x0 + q0x + x0q − q · x + q × x

(8.5)

となる．ここで qx = −q · x + q × xであることを用いている．q · xと q × xとはベクトル qと xのそれ
ぞれスカラー積とベクトル積である．
さて，このとき qxrは

qxr = (q0 + q)(x0 + x)(r0 + r) (8.6)

となるが，この積で実部が x0 となれば，qxr の実部は不変となるので，上の四元数の積の実部がどんな
場合に x0 となるかを調べていこう．

qxrの実部は
Re(qxr) = q0r0x0 − r0(q · x)− q0(x · r)− x0(q · r)− (q × x) · r (8.7)

となる．この実部が Re(qxr) = x0 となるようにしたいのであるから，この Re(qxr)の第 1項と第 4項を
除いて 0 となってほしい．なぜなら，第 1 項と第 4 項を除いた他のすべての項には因子として x0 を含ん
でいないからである．
まず最後の第 5項から考えよう．(q × x) · r = 0となるのは r = ±qのときである．
r = qのときには，r0 = −q0 ととれば，(8.7)の第 2項と第 3項の和は

−r0(q · x)− q0(r · x) = q0(q · x)− q0(q · x) = 0 (8.8)

となる．
また r = −qのときには，r0 = q0 ととれば，(8.7)の第 2項と第 3項の和は

−r0(q · x)− q0(r · x) = −q0(q · x) + q0(q · x) = 0 (8.9)

となる．
まとめると (8.7)の第 2項と第 3項の和を 0とするには r = ±q̄ととればよい．このとき (8.7)の第 1項

と第 4項だけが残って

Re(qxr) = ±Re(qxq̄)

= ±[q2
0 + q · q]x0

= ±x0, (q2
0 + q · q = 1) (8.10)

であるから，r = q̄のときに Re(qxq̄) = x0 となる．このことから (2.3)が導かれる．ここで，qが単位四元
数であることを用いた．これは y = qxq̄が 3次元の空間回転を表すことを示している．

8.2 付録 2 (2.3)が空間回転を表す

この付録 2では
u = qvq̄,

(
q = cos θ

2 + n sin θ

2 , n = in1 + jn2 + kn3

)
(2.3)
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が空間回転を表すことを示す [8]．すなわち，(2.3)が下の (8.17)を満たすことを示す．
いま

u = y0 + iy1 + jy2 + ky3 (8.11)

v = x0 + ix1 + jx2 + kx3 (8.12)

q = q0 + iq1 + jq2 + kq3, (q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 = 1) (8.13)

とする．qは単位四元数であるから，
|q|2 = qq̄ = q̄q = 1 (8.14)

である．(2.3)から
|u|2 = uū

= (qvq̄)(qvq̄)

= qvq̄qv̄q̄

= qvv̄q̄

= |v|2|q|2

= |v|2

(8.15)

すなわち
y2

0 + y2
1 + y2

2 + y2
3 = x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 (8.16)

が成り立つ．
ところで，すでに y0 = x0 であることを示しているので，y2

0 = x2
0 が成り立つから，

y2
1 + y2

2 + y2
3 = x2

1 + x2
2 + x2

3 (8.17)

が成り立つことがわかる．
したがって (2.3) は空間回転を表す．(8.15) で xy = ȳx̄ であることを用いた．この証明は付録 3 に与

えた．
(2.3)が空間回転を表すことは別の方法で直接的に (8.17)を示すこともできる．すなわち，(2.3)から

y1 = B1x1 + B2x2 + B3x3

y2 = C1x1 + C2x2 + C3x3

y3 = D1x1 + D2x2 + D3x3

を用いて，この式を y2
1 + y2

2 + y2
3 に代入して (8.17)を示してもよい．
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係数 B1, B2, · · · , D3 は

B1 = q2
0 + q2

1 − q2
2 − q2

3

B2 = 2(q1q2 − q0q3)

B3 = 2(q1q3 + q0q2)

C1 = 2(q1q2 + q0q3)

C2 = q2
0 + q2

2 − q2
1 − q2

3

C3 = 2(q2q3 − q0q1)

D1 = 2(q1q3 − q0q2)

D2 = 2(q2q3 + q0q1)

D3 = q2
0 + q2

3 − q2
1 − q2

2

である．これらの式を用いて

B2
1 + C2

1 + D2
1 = B2

2 + C2
2 + D2

2 = B2
3 + C2

3 + D2
3 = 1

B1B2 + C1C2 + D1D2 = B1B3 + C1C3 + D1D3 = B2B3 + C2C3 + D2D3 = 0

を示すことができる．したがって，(8.17)は確かに成立している．

8.3 付録 3　xy = ȳx̄の証明

付録 2で四元数の積の共役で成り立つ関係 xy = ȳx̄であることを証明せずに使ったので，その証明をし
ておく．
そのために 3節で求めた，実部のない 2つの四元数の積 vwの式を用いて，まず vw = w̄v̄であること示

そう．vwの共役 vwは vwの積 (3.17)から

vw = −(x1y1 + x2y2 + x3y3)− i(x2y3 − x3y2)− j(x3y1 − x1y3)− k(x1y2 − x2y1)

となる．vwの実部 = −(x1y1 + x2y2 + x3y3)は

xi ←→ yi, (i = 1, 2, 3)

の同時入れ替えに対して対称で符号を変えないが，vwの虚部 i(x2y3−x3y2)+j(x3y1−x1y3)+k(x1y2−x2y1)
は

xi ←→ yi, (i = 1, 2, 3)

の同時入れ替えに対して反対称で符号を変える．
したがって，vwの虚部は w̄v̄に等しいであろう．実際に w̄v̄を求めると

w̄v̄ = [−(iy1 + jy2 + ky3)][−(ix1 + jx2 + kx3)]

= wv

= −(y1x1 + y2x2 + y3x3) + i(y2x3 − y3x2) + j(y3x1 − y1x3) + k(y1x2 − y2x1)

= −(x1y1 + x2y2 + x3y3)− i(x2y3 − x3y2)− j(x3y1 − x1y3)− k(x1y2 − x2y1)

= vw
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したがって，vw = w̄v̄であることが示された．
一般の四元数 x, yは

x = x0 + v

y = y0 + w

と表されるので，その積は

xy = (x0 + v)(y0 + w)

= x0y0 + x0w + y0v + vw

であるから，A + B = Ā + B̄ であることを用いれば

xy = x0y0 + x0w̄ + y0v̄ + vw

= x0y0 + x0w̄ + y0v̄ + w̄v̄

= y0(x0 + v̄) + w̄(x0 + v̄)

= (y0 + w̄)(x0 + v̄)

= ȳx̄

となる．ただし，ここで

x̄ = x0 + v = x0 + v̄

ȳ = y0 + w = y0 + w̄

であることを用いた．
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テンソル解析の学習における問題点
矢野　忠1）

Difficulties on Learning for Tensor Analysis
Tadashi YANO

まえおき

これは愛数協2）の機関誌「研究と実践」に同じタイトルで載せたエッセイの三訂版である [1], [2]3）．特
に改訂する必要は感じていなかったのだが，実はある方がこの文献をどこで手に入れることができるか疑
問に思っていたとメールで知らせてくれたので再度改訂をして「数学・物理通信」に掲載するつもりだっ
たが，まだ投稿していなかった．

1 はじめに

量子力学の中の一部として電磁場の量子化についてこの何年か電気電子工学科（およびその前身の電
気，電子工学科）の 2, 3回生に教えている．電磁場の量子論を教える前には古典電磁場の性質について一
応簡単に復習しなければならない．学生のときに電磁気学を学んだときにもベクトル解析に苦しめられ
たが，その点はいまもあまり変わらない．
ベクトル解析は電磁気学を学ぶには必修の科目だが，これは数学の先生からは教わらなかった．物理の

先生から，力学や電磁気学を教わるときに必要に応じて教わったが，その組織だった学習は今日までやっ
たことがない．
力学ではベクトル解析とまで行かなくて，スカラー積とかベクトル積とかいったベクトル代数でほとん

ど用が足りたと思う．しかし，電磁気学ではもっと本格的にベクトル解析の知識が必要となる．電磁気学
の基礎方程式であるMaxwellの方程式を成分ごとの式で書けば，とても煩雑になってしまうが，ベクトル
解析の記法でははるかに簡潔ですっきりとしている．
電磁気学では rot や div といった演算子が Maxwell 方程式に現れてくる．さらに，ベクトル・ポテン

シャルAとスカラー・ポテンシャル φを導入すると，演算 gradが必要になる．これらのベクトル演算を
必要に応じて変形していくときに，フルにベクトル解析を用いる必要がある．そのときに，いろいろな公
式を自由自在に使えるようでありたい．しかし，なかなかその公式もたくさんあって，ともすればそれら
を混同したり，符号をまちがえたりしそうである．

1） 元愛媛大学工学部
2） 愛媛県数学教育協議会（愛数協）は民間教育団体の数学教育協議会の下部団体である．
3） [2]は [3]に少し修正して所収されている．
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試みに手元にある電磁気学の教科書からちょっと拾い出しただけでも，

A × (B × C) = B(A · C) − C(A · B)

rot rotA = grad divA − ∆A

div (E × B) = B · rotE − E · rotB

div rot A = 0

rot grad φ = 0

といったベクトル解析の公式が必要である．ベクトル解析のテクストを開いてみるともっとたくさんの
公式が並んでおり，あるものは演習問題のところにまで入っている．こんなにたくさんの公式があるとそ
れを正しく記憶して使いこなすことは至難の技である．ベクトル解析のテクストをいつも片手にもって
計算することも考えられるが，これも大変努力のいることであり，ある場合には手元にテクストがないこ
ともあろう．
このような面倒さと手を切ることはできないだろうか．そうすることのできる方法の一つとして「テン

ソル解析の初歩を学ぶことにしたらどうか」というのが私の考えである．そこで，まずテンソル解析を学
ぶ際に私が体験したいくつかの問題点を挙げて，それについて述べてみたい．さらに，テンソル解析の初
歩を学ぶだけでもベクトル解析に対していくらかのご利益があることを応用として述べよう．

2 体験からみた学習上の問題点

まず私がテンソルを学んだときに感じた問題点をいくつか箇条書きに上げてみると

1. テンソルの概念または定義
2. 反変テンソルおよび共変テンソルの差異とその名の由来
3. Levi-Civita の記号の縮約公式の導出
4. Einsteinの総和の規約を用いた計算に関する誤り

の 4つである．多分，他にも困難を感じた点はあったかもしれないが，覚えていない．また，私の学習の
レベルが初歩的な段階にとどまっているために，まだ直面していない困難もいくつか残っていると思われ
る．以下に順次述べてみよう．

2.1 テンソルの概念または定義

力学でテンソルという概念がでてきたときには，なんだか嫌な，わかったようなわからないようなすっ
きりしない感じをもったのを覚えている．それは応力のテンソルであったが，テンソルはその大きさ，方
向とその働く面が指定されて決まる量である，とのことであった4）．そして，テンソルというものは難し
いものという感じをもった．それについてのもやもやが解消したのは大学院の数理物理学の講義でテン
ソルを座標変換の下での変換性によって定義するということを知ったときであった [5]-[7]．その間，数年
の年月を要している．

4） 私の学んだ力学のテクストは寺沢寛一『力学概論』 [4] である．いま，この本を開いてみると応力のテンソルは出ていない．
それで上に述べた応力のテンソルはどこか別のところで仕入れた知識らしい．『力学概論』では２つのベクトルの間の線形な関
数関係を決めるマトリックスをテンソルとして定義している．
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簡単にテンソルの定義を文献 [5] にしたがって見ておこう．任意の n 個の独立な実変数
xi, (i = 1, 2, · · · , n)の組によって n次元空間 Vn の 1点を定義するとき，xi の n個の独立の実関数

x′ i = f i(x1, x2, · · · , xn),
∣∣∣∣ ∂f i

∂xj

∣∣∣∣ 6= 0, (i, j = 1, 2, · · · , n) (2.1)

によって x−系から x′−系への座標変換を定義する5）．いま，任意の座標系 x−系で関数 S(x)，x′−系で
は S′(x′)で表される量があり，それらの間に常に

S′(x′ k) = S(xk) (2.2)

の関係が成り立っているとき，この量 S(xk) をスカラーという．また，ある量が x− 系で xk の n 個の関
数 V i(xk)で，x′−系では x′ k の n個の関数 V ′ i(x′ k)で与えるとき，その間に

V ′ i(x′ k) = ∂x′ i

∂xj
V j(xk) (2.3)

の関係が成り立っているとき，この量 V j(xk)を反変ベクトルという．
(2.3) の右辺および以下の式で「一つの項で上と下に同じ添字が 2 度現れるときはこの添字について 1

から nまで添字の値を変えて和をとる」という総和の規約（Einsteinの規約）を用いる．ここで，nはい
ま考えている空間の次元である．たとえば，3次元空間では n = 3で 1から 3まで添字の値が変わり，4
次元空間では n = 4で 1から 4まで添字の値が変わる．
一方，ある量が x−系で xk の n個の関数 Vj(xk)で，x′−系では x′ k の n個の関数 V ′

i (x′ k)で与えられ
るとき，それらの間には

V ′
i (x′ k) = ∂xj

∂x′ i
Vj(xk) (2.4)

の関係が成り立っているとき，この量 Vj(xk)を共変ベクトルという．さらに，ある量が x−系で xk の関
数 T ij(xk)で表され，x′−系では x′ k の関数 T ′ ij(x′ k)で表されるとき，それらの量の間に

T ′ ij(x′ k) = ∂x′ i

∂xl

∂x′ j

∂xm
T lm(xk) (2.5)

の関係が成り立つとき，この量 T lm(xk)を 2階の反変テンソルという．2階の共変テンソルについても同
様に

T ′
ij(x′ k) = ∂xl

∂x′ i

∂xm

∂x′ j
Tlm(xk) (2.6)

で定義される．これ以上の高階テンソルも同様にして定義されるが，たとえば，x− 系では T n
lm(xk) で表

される量が x′−系では T p
ij(x′ k)と表されるとき，

T ′ p
ij (x′ k) = ∂x′ p

∂xn

∂xl

∂x′ i

∂xm

∂x′ j
T n

lm(xk) (2.7)

で 3階の混合テンソルが定義される．

5） テンソル解析では，(2.1)にも表されているような実変数で xi, (i = 1, 2, · · · , n)のように変数の右上に添字を使うが，これは
べき乗を表すわけではない．もし，どうしてもそういうべき乗を表したい場合には (xi)2 のように変数をかっこでくくってから
その外に上付きのべきとして表すことにする．
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2.2 反変テンソルおよび共変テンソルの名の由来とその差異

テンソルの初歩を学んだ後しばらくして，反変テンソルと共変テンソルの名の由来とその幾何学的な違
いが気になり始めた．1981年にある出版社からテンソル解析の本 [6]を寄贈され，そのときに愛媛大学生
協書籍部の書評誌にその書評を書いた [8]．そのときにいくつかのテンソル解析の本を読んでも反変テン
ソルおよび共変テンソルの名の由来があまりはっきりとはわからず，山内恭彦『代数学と幾何学』 [9] に
やっとその名の由来や幾何学的な違いの説明を見つけた．

[9] によると座標変換によって基底ベクトルと同じ変換をするものを共変ベクトルといい，基底ベクト
ルとは逆変換するものを反変ベクトルという．すなわち，基底ベクトル ej が基底ベクトル e′

k へ変換に
よって

e′
k = bj

kej (その逆変換は ei = ak
i e′

k) (2.8)

と変換されるとき，ベクトルの成分 vi が
v′ k = ak

i vi (2.9)

と変換されるベクトルを反変ベクトルという．すなわち，その変換の係数が基底ベクトル ei から基底ベ
クトル e′

k への変換とは逆変換になっている6）．
一方，共変ベクトルの成分 vi の場合には，

v′
k = bj

kvj (2.11)

と基底ベクトルとまったく同じ変換をする．これが共変の名の由来である．
一般に任意の階数のテンソルはその変換性がそのテンソルを構成するベクトルの変換係数の直積で表

されるから，反変ベクトルにもとづいたテンソルは反変テンソルといわれ，共変ベクトルにもとづいたテ
ンソルは共変テンソルといわれる．また，それらの混合された混合テンソルもある．
一般の斜交座標系ではベクトルの反変成分はその斜交座標に平行な光線によるベクトルの平行射影に

よって定義され，ベクトルの共変成分は各座標軸に垂直な光線によるベクトルの正射影によって定義され
ている（図 2.1 を参照）． ベクトルの反変成分も共変成分も幾何学的対象として同一のベクトルを定義の
異なった成分で表しているだけであって，反変ベクトルと共変ベクトルという異なった２つのベクトルが
あるわけではない．このことは図 2.1 からも明らかであろう．また，直交座標系ではベクトルの反変成分
と共変成分とは一致する．
また Aはベクトルの反変成分 (A1, A2)または共変成分 (A1, A2)によって，つぎのように 2通りに表す

ことができる．
A = A1e1 + A2e2 = A1e1 + A2e2

ここで e1, e2 は基底ベクトル (base vector)であり，e1, e2 は基底ベクトルの双対基底ベクトル (dual base
vector)と言われている．そして双対基底ベクトルは基底ベクトルとつぎのような正規直交関係にある．

e1 · e1 = 1, e2 · e2 = 1, e2 · e1 = 0, e1 · e2 = 0

6） 基底ベクトルの変換 e′
k = bj

kej にその逆変換 ei = ap
i e′

p を代入すれば，

e′
k = bj

kej = bj
kap

j e′
p = δp

ke′
p (2.10)

が成り立つから，bj
kap

j = δp
k が導かれる．また基底ベクトルの逆変換に基底ベクトルの変換を代入すれば，ak

i bj
k = δj

i が得られ
る．共変，反変の用語の詳しい説明は [10]を参照せよ．
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図 2.1 反変成分と共変成分，(A1, A2)と (A1, A2)とはそれぞれベクトルAの反変成分と共変成分である．

この双対基底ベクトルは結晶学においては逆格子ベクトルと言われているものである．もちろん，逆格
子ベクトルとは（直接）格子ベクトルに対して逆格子ベクトルという意味である．ここでは 2次元の平面
ベクトルしか扱っていないが，3 次元空間では逆格子ベクトルは格子ベクトルのベクトル積によって定義
され，その係数は上にちょっと触れた格子ベクトル（基底ベクトル）と逆格子ベクトル（双対基底ベクト
ル）との正規直交関係から決められるが，ここではそのことについては触れないでおく．

2.3 Levi-Civitaの記号の縮約公式の導出

Levi-Civita の記号（または Eddington のイプシロン ε ともいう）の縮約 (contraction) したときに成
り立つ公式（たとえば，εijkεimn = δj

mδk
n − δj

nδk
m) については，その一般化したものを 1967 年ごろから

Feynman グラフの計算をするときに用いてきたにもかかわらず，その公式の導出についてはごく最近ま
で納得できなかった7）．比較的わかりやすいテンソル解析の本 [7] にもこの公式は出ており，その証明も
与えられているので，その正しさについて疑いはないもののわかったという気にとてもなれなかった8）．
この Levi-Civita の記号の縮約公式については何人かの知人や友人にも聞いてみたりしたのだが，彼

らの理解は私よりも進んでいると思われるにもかかわらず十分には納得できなかった．これは自分にわ
かっていることを他人に教えるのがかなり時間をとるために十分に意をつくせないのか，また自分がわ
かっていることとそれを人にわからせることとはまったく別の問題であるためなのか，その点はわから
ない．

1985 年にこの Levi-Civita の記号の縮約公式の導出がまた気になって，たまたま少し古いテンソル解析
の本を [13] を引っ張り出して開けてみたら，これについて私にも十分納得できる説明が載っていたので，
ここで紹介してみたい．
まず，はじめに目標として導きたい式を書いておく．すなわち，

εijkεlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi

l δi
m δi

n

δj
l δj

m δj
n

δk
l δk

m δk
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.12)

7） わかり方として，わかっていることをただ正しいと追認するだけのやり方にはいつも不満を感じる．いわゆる発見法的
(heuristic)にわかったのでなければ，わかったという気がしない．私に必要なのは，厳密な証明ではなくて，発見法的なわかり
方だという気がしている．

8） 1967 年にある研究をしていたときに，Minkowski 空間での Levi-Civita 記号の左辺が出てきて，それをどうしても変形する
必要があり，私の先生，米澤　穣（広島大学名誉教授）さんに相談したところ，代数学的考察にもとづいてその右辺の導出を見
事に行って下さった．しかし，それがどういうものであったか当時の研究ノートを見ても 1985 年当時は再現できなかった．そ
の後，この研究ノートを解読して，文献 [11]にその説明を与えた．文献 [12]もあわせて参照せよ．
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