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最速降下曲線あれこれ (3)

世戸 憲治∗　 吉田 文夫†

Varieties of Brachistochrone Curve (3)

Kenji Seto∗ Fumio Yoshida†

1 はじめに

最速降下曲線とは，鉛直面内に高さが異なる 2点を決めておき，高い方の点から低い方の点まである

曲線に沿って物体を落下させたとき，この曲線をどのような形にすると，最も早い時間で到達できるか

という問題である．この問題は 300年以上も前の 1696年に Jean Bernoulli によって提起され解かれ

ていて，この曲線がサイクロイドのとき最も早く出発点から終点まで行けるということが分かってい

る．ただし，この時点での解法は，空気抵抗や摩擦抵抗などの抵抗はいっさい考慮しないとしての議論

である．その後，Euler や Lagrange によって，抵抗を考慮したときの最速降下曲線がどうなるかが議

論されたが未解決のままに終わってしまい，その後は忘れ去られた問題になってしまった．

著者の一人 (世戸) は，10年ほど前に，『最速降下曲線あれこれ』(「数学・物理通信」5巻 7号，2015

年 9月)　に摩擦抵抗を考慮したときの最速降下曲線がどうなるかについて発表した．この時点では，

摩擦抵抗が少しでも入ってくると，解曲線は漸近的に直線に近づいてしまい，サイクロイドとはまった

く異なる曲線になると考えていた．この意味で摩擦抵抗が入ることは特異摂動になるものとの結論です

ましていた．ところが最近になって，もう一人の著者 (吉田) と議論するなかで，この特異摂動説は間

違いで，摩擦抵抗をある程度小さくしたときは，解曲線がサイクロイドに近づく場合もあり得ること

が，分かってきた．ただし，世戸と吉田では，変数の取り方，方程式の立て方，およびその解法があま

りに違っていたので，世戸の解法で書き直したものが，前回の『最速降下曲線あれこれ (2)』(「数学・

物理通信」15巻 4号，2025年 7月) である．

今回は，世戸の解法とはまったく異なる解き方をした吉田の解法について，詳しく解説していく．

2 軌道方程式の導出

ここでは，質点が軌道上を動くとき摩擦力を受ける場合の最速降下曲線の定式化を行う．水平方向

右向きに x 軸，鉛直方向下向きに y 軸をとる．質量 m の質点が，重力と遠心力に起因する垂直抗

力に伴って発生する摩擦力を受けながら，原点 (0, 0) から終点 (a, b) まで，曲線 y = y(x) 上を動く

場合を考える．いま軌道上の点 (x, y) における速さを v とし，そこから微小距離 ds だけ離れた点
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(x + dx, y + dy) まで動く間に，速さがどのように変化するかを考える．この間の位置エネルギーの減

少分は，g を重力加速度として， mgdy となるが，この値は，運動エネルギーの増加分
1
2
mdv2 と摩

擦によるエネルギー損失分に変わる．このときの摩擦力は質点が斜面に与える垂直抗力で決まるが，こ

の場合，垂直抗力は，重力に起因するものと，遠心力に起因するものとの 2種類があって，これらが同

時に質点に作用する．ここで，動摩擦係数を µ とすると，摩擦によるエネルギー損失分は，重力分が

µmgdx，遠心力分が µm
v2

ρ
ds となる．ここで，ρ は曲率半径で ρ =

(1 + y′ 2)3/2

y′′
で与えられる．た

だしここでは，y 軸を下向きに取っているので，下に凸の曲線のときは y′′ が負になるので，ρ の符号

は変えなければならないことに注意する．以上から，エネルギー保存式は

mgdy =
1
2
mdv2 + µmgdx− µm

y′′v2

(1 + y′ 2)3/2
ds (2.1)

となる．さらに，この式で ds =
√

1 + y′ 2 dx としてから，v2 に関する微分方程式に書き直すと，

d

dx
v2 − 2µ

y′′

1 + y′ 2
v2 = 2g(y′ − µ) (2.2)

と，v2 の 1階非斉次微分方程式となる．この方程式は，一旦，右辺をゼロと置いて斉次方程式にして

から解き，そのあと定数変化法を用いて解くことができる．以下，詳しく述べると，斉次方程式

d

dx
v2 − 2µ

y′′

1 + y′ 2
v2 = 0 (2.3)

は，y′ = tan θ と変数変換してから変数分離法で容易に解け，解は C を任意定数として，

v2 = C e2µ arctan y′ (2.4)

となる．つぎに，この定数 C を x の関数と見なして，元の方程式 (2.2) に代入すると，

dC

dx
= 2g e−2µ arctan y′(y′ − µ) (2.5)

となるので，これを x で積分してから，(2.4) 式に代入すると，最終的に v2 が

v2 = 2g e2µ arctan y′
∫ x

0

e−2µ arctan y′(xs)
[
y′(xs)− µ

]
dxs (2.6)

と求められる．ただしここでは，x = 0 で v = 0 を仮定した．

以下では数式簡素化のため，つぎの 2つの関数 p1(x), p2(x) を

p1(x) =
∫ x

0

p2(xs)
[
y′(xs)− µ

]
dxs, p2(x) = e−2µ arctan y′(x) (2.7)

と定義し，(2.6) 式を

v(x)2 = 2g
p1(x)
p2(x)

(2.8)

と書くことにする．

これで任意の点における速度が求められたので，微小距離 ds を通過する微小時間 dt は dt = ds/v =√
1 + y′ 2 dx/v となる．これに (2.8) 式から求めた速度 v を代入し，出発点 (0, 0) から終点 (a, b) ま

で積分すると，合計時間の T が

T =
1√
2g

∫ a

0

√
p2

p1

√
1 + y′ 2 dx (2.9)
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と求められる．

以下この T の値が極小値をとるように y の変分 δy を取ることにし，それに伴って派生する

y′, p1, p2, T の変分を，それぞれ， δy′, δp1, δp2, δT と書くことにする．この記法で変分 δT を求め

ると，

√
2g δT =

∫ a

0

[√
p2

p1

y′√
1 + y′ 2

]
δy′dx +

1
2

∫ a

0

√
p2

p1

√
1 + y′ 2

[
δp2

p2
− δp1

p1

]
dx (2.10)

と計算される．ここでさらに，δp1, δp2 を δy′ で表わすようにすると，

δp2 = −2µ
p2

1 + y′ 2
δy′ (2.11)

および，

δp1 =
∫ x

0

[
δp2(xs)

][
y′(xs)− µ

]
dxs +

∫ x

0

p2(xs)δy′(xs)dxs

= −2µ

∫ x

0

p2(xs)
1 + y′ 2

[
y′(xs)− µ

]
δy′(xs)dxs +

∫ x

0

p2(xs)δy′(xs)dxs

(2.12)

となる．これらを (2.10) 式に代入すると，

√
2g δT =

∫ a

0

√
p2

p1

y′ − µ√
1 + y′ 2

δy′ dx

+
∫ a

0

√
p2(x)
p1(x)3

√
1 + y′(x)2

∫ x

0

[
p2(xs)

(
µ

y′(xs)− µ

1 + y′(xs)2
− 1

2

)
δy′(xs) dxs

]
dx (2.13)

となるが，この右辺 2項目の 2重積分のところは，積分変数の xと xs を交換してから，積分順序を入

れ替えると，
√

2g δT =
∫ a

0

[√
p2

p1

y′ − µ√
1 + y′ 2

+ p2

(
µ

y′ − µ

1 + y′ 2
− 1

2

)
q

]
δy′ dx (2.14)

と書き換えられる．ここに q(x) は

q(x) =
∫ a

x

√
p2(xs)
p1(xs)3

√
1 + y′(xs)2 dxs (2.15)

と定義される．

つぎに，y′ の変分 δy′ は，y の変分の x 微分，つまり
d

dx
δy と考えられる．そこで (2.14) 式で部分

積分を実行し，変分 δy の出発点および終点での境界条件を δy(0) = δy(a) = 0 とすると

√
2g δT = −

∫ a

0

d

dx

[√
p2

p1

y′ − µ√
1 + y′ 2

+

(
µ

y′ − µ

1 + y′ 2
− 1

2

)
p2 q

]
δy dx (2.16)

となるので，合計時間 T が極小値をとるための条件式

d

dx

[√
p2

p1

y′ − µ√
1 + y′ 2

+

(
µ

y′ − µ

1 + y′ 2
− 1

2

)
p2 q

]
= 0 (2.17)

が得られる．しかしながら，この式を最終段階まで解析的に解くことは不可能と考えられるので，途中

からは数値解法に頼らざるを得ない．そこで問題になるのは，y′ の存在である．何故なら，出発点の近
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くでは，質点は真っすぐ下向きに落下しようとするので， y′ は無限大になってしまうからである．そ

こで，y′ の代わりに変数 u = u(x) を

u =
y′√

1 + y′ 2
, 逆は y′ =

u√
1− u2

(2.18)

と定義して使うことにする．この変数 u を用いて，方程式 (2.17) を書き直すと，

d

dx

[√
p2

p1

(
u− µ

√
1− u2

)]
+

d

dx

[(
µu

√
1− u2 − µ2 (1− u2)− 1

2

)
p2 q

]
= 0 (2.19)

と変換される．ここで，p1, p2, q の x 微分を先に求めておくと，

p1
′ =p2(y′ − µ) = p2

( u√
1− u2

− µ
)
, p2

′ = −2µ
p2 y′′

1 + y′ 2
= −2µ p2

u′√
1− u2

,

q′ = −
√

p2

p 3
1

1√
1− u2

(2.20)

となる．この結果を用いて，(2.19) 式を計算していくが，その途中は長い式になるので，この式左辺の

1項目，2項目を，それぞれ，(A), (B) と置くことにして，別々に計算していく．結果は，

(A)
√

p2

p1

[(
1 + µ

u√
1− u2

)
u′ +

1
2

(
u− µ

√
1− u2

)(p2
′

p2
− p1

′

p1

)]

=
√

p2

p1

[(
1 + µ

u√
1− u2

)
u′ +

1
2

(
u− µ

√
1− u2

)(
− 2µu′√

1− u2
− p2

p1

( u√
1− u2

− µ
))]

=
√

p2

p1

[
(1 + µ2)u′ − p2

2 p1

√
1− u2

( u√
1− u2

− µ
)2

]

(2.21)

(B)
d

dx

(
µu

√
1− u2 − µ2(1− u2)

)
p2 q +

(
µu

√
1− u2 − µ2(1− u2)− 1

2

)
(p2

′q + p2q
′)

=
(
µ
√

1− u2 − µ
u2

√
1− u2

+ 2µ2u
)
u′p2q

−
(
µu

√
1− u2 − µ2(1− u2)− 1

2

) p2√
1− u2

(
2µu′q +

√
p2

p 3
1

)
(2.22)

となる．以下，(2.19) 式の全体，すなわち (A)+ (B) について，u′ が付く項と付かない項にまとめる

と，途中の計算は省略するが，

(A) + (B)
√

p2

p1
(1 + µ2)

[(
1 + 2µ

√
p1p2

√
1− u2 q

)
u′ +

p2

2p1

√
1− u2

]
= 0 (2.23)

と，結果は意外にもきれいな形にまとまる．この式から u′ を求めると，

u′ = − p2

√
1− u2

2
(
p1 + 2µ

√
p 3
1 p2

√
1− u2 q

) (2.24)

と，ここで解くべき方程式が得られる．ここで注目すべきことは，p2 の値は (2.7) 式から，u に依存し

て決まるが，p1 は 0 から x までの積分を含むので，過去にどういう道を通ったかに依存してくる．同
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じく (2.15) 式から q は，xから a までの積分を含むので，この先の道を考慮しながら進むことになる．

いずれにしてもこれは大変に難しい微積分方程式になっている．

なお，この方程式で，摩擦がなく µ = 0 の場合は，p2 = 1, p1 = y となるので，方程式は

u′ = −
√

1− u2

2y
, または，y 変数に直すと， y′′ = −1 + y′ 2

2y
(2.25)

となって，これはサイクロイド曲線の方程式になる．

3 4元連立微分方程式への変換とその数値解法

前節で得た (2.24) 式はあまりにも複雑怪奇な微積分方程式で，そのままでは解析的に解くことは不

可能であろう．それ故ここでは，セルフ・コンシステントな数値解法で解を求めることにし，この方程

式を 4元の連立微分方程式に変換することを考える．この 4元とは，y, u, p1, q であるが，ここでは

後の計算の便宜のため，q の代わりに，次式で定義する W を用いる．すなわち，

W = R q, ここで補助変数 Rは，　　 R =

√
p 3
1

p2

√
1− u2

(
= − 1

q′

)
(3.1)

と定義しておく．変数 q その物ではなく，変数 R を介して W にしたのは，数値計算をするときに出

発点近傍の発散を防ぐためである．この新しい変数を用いると，(2.24) 式の u′，および，(2.15) 式の q

は

u′ = − p2

√
1− u2

2
(
p1 + 2µ p2W

) , q =
∫ a

x

dxs

R(xs)
(3.2)

と書き換えられる．

この 4元連立微分方程式を書く前に，変数 W の x 微分を調べておく．(3.1) 式から．

dW

dx
= (R q)′ = R′q + Rq′ =

R′

R
W − 1 = (log R)′W − 1 (3.3)

となるが，さらに (log R)′ は，p2
′ の (2.20) 式，および，u′ の (3.2) 式を用いて，

(log R)′ =
p2

2

( u√
1− u2

− µ
)( 3

p1
+

1
p1 + 2µ p2W

)
(3.4)

と計算される．この計算は途中は長くなるが，結果はうまくまとまっている．

以上で，4個の変数 p1, W, u, y に関する 4元連立 1階微分方程式を書き下す準備ができた．結果は

d p1

dx
= p2

( u√
1− u2

− µ
)
, p2 = exp

[
− 2µ arctan

( u√
1− u2

)]

dW

dx
= (log R)′W − 1, (log R)′ =

p2

2

( u√
1− u2

− µ
)( 3

p1
+

1
p1 + 2µ p2W

)

d u

dx
= − p2

√
1− u2

2(p1 + 2µ p2W )

d y

dx
=

u√
1− u2

.

(3.5)
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となる．ここで，4元連立と言ったが，最後の変数 y は他の 3本の方程式には含まれないので，実際に

連立するのは p1, W, u の 3元である．

これら方程式を数値的に解くには，微分を差分に変換してから，差分方程式を解くことになる．こ

こでは x 軸の刻み幅を h とし，x を xn = nh, n = 1, 2, 3, · · · としてから，例として p1 の微分

d p1/d x を
[
p1(xn+1)− p1(xn)

]
/ h で置き換える．これで，方程式は

p1(xn+1) = p1(xn) + h p2(xn)
( u(xn)√

1− u(xn)2
− µ

)
,

W (xn+1) = W (xn) + h
[(

log R(xn)
)′

W (xn)− 1
]
,

u(xn+1) = u(xn)− h
p2(xn)

√
1− u(xn)2

2
[
p1(xn) + 2µ p2(xn)W (xn)

]

y(xn+1) = y(xn) + h
u(xn)√

1− u(xn)2
. n = 1, 2, · · · , N − 1

(3.6)

と差分方程式に変換される．ここで，n 番号の最大値 N は．[[ ]] を Gauss 記号として，N = [[a/h]] と

定義する．また， n の最小値を 0 としないで，1 からにした理由は，最速降下曲線の場合，出発点の

x = 0 を出た瞬間から速度を上げようとして，真っすぐ下向きに落下するので，y′ が無限大になるから

である．このとき (2.18) 式から u = 1 となるので，分母に
√

1− u2 がある式は発散してしまい，数

値的に扱うことが不可能になる．

この理由から，差分方程式を解くときの出発点は，x1 = h となるが，この点における初期値を決めて

おく必要がある．先に述べたように，最初は真っすぐ下向きに落下しようとするので，摩擦があるとき

でも，出発点近傍に限定すると摩擦がないときのサイクロイド曲線と同じになると考えてもよい．この

ときのサイクロイドは，それを描くときの円の半径を r とし，その円の回転角度 θ を媒介変数として，

x = r(θ − sin θ), y = r(1− cos θ) (3.7)

と書ける．ここで θ は小さいものとして，最低次で Tayler 展開すると，x =
r

6
θ3, y =

r

2
θ2 となり，

この x, y から θ を消去すると，

y =
r

2
(6x/r)2/3, y′ = 2(6x/r)−1/3 (3.8)

となる．これから y(x1), y′(x1) は

y(x1) =
r

2
(6h/r)2/3, y′(x1) = 2(6h/r)−1/3 (3.9)

となり，さらに，u(x1) は (2.18) 式より，

u(x1) =
2√

4 + (6h/r)2/3
(3.10)

となる．

また，p1, p2 については，(2.7) (3.10) 式を用いて，先に p2 の方から，

p2(x1) = e−2µ arctan y′(x1) = e−π µ (3.11)
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と h を含まない定数値になる．ここで，関数 arctan は，その変数が無限大に近づくとき一様に π/2

になることを用いた．つぎに p1 の方は，

p1(x1) =
∫ h

0

p2(x)
[
y′(x)− µ

]
dx = e−π µ

∫ h

0

[
y′(x)− µ

]
dx

= e−π µ
[
y(h)− µh

]
= e−π µ

[1
2
(
6h/r

)2/3 − µh/r
]
r (3.12)

と計算される．

最後に，W = R q の初期値を求めることは，q が x から終点までの積分を含むため簡単ではない．

このとき，(3.1) 式から

W (x) = R(x) q(x) =

√
p1(x) 3

p2(x)

√
1− u(x)2

∫ a

x

√
p2(xs)
p1(xs)3

dxs√
1− u(xs)2

(3.13)

となるが，もちろんこのままでは，この積分は実行不能である．これを救うため，一旦，摩擦係数の µ

をゼロと仮定する．そのとき解曲線は，サイクロイドになるので，(3.7) 式が使える．この式から，

dx = r(1− cos θ)dθ = 2r sin2
(θ

2

)
dθ, dy = r sin(θ)dθ = 2r sin

(θ

2

)
cos

(θ

2

)
dθ (3.14)

となり，さらにこれから，

dy

dx
= cot

(θ

2

)
, u(x) =

y′√
1 + y′ 2

= cos
(θ

2

)
,

√
1− u(x)2 = sin

(θ

2

)
, arctan y′ =

π − θ

2
(3.15)

という式が容易に証明される．また，摩擦係数 µ をゼロとしたときは，

p2(x) = 1, p1(x) =
∫ x

0

y′(xs)dxs = y(x)
[

= r(1− cos θ) = 2r sin2
(θ

2

)]
(3.16)

となるので，(3.13) 式で，変数 x を変数 θ に置き換えると，

W (θ) = 2r sin4
(θ

2

) ∫ θa

θ

dθs

sin2(θs/2)
= −4r sin4

(θ

2

)[
cot

(θa

2

)
− cot

(θ

2

)]
(3.17)

と実行される．これ以下では， x座標が h,または a に対応する θ を，それぞれ，θh, θa と書くこと

にする．このとき，

h = r(θh − sin θh), a = r(θa − sin θa) (3.18)

が成り立つ．さらにここで，終点座標の a を a = 2πr − h と取ることにすると，(3.18) 式より

θh + θa = 2π (3.19)

となる．サイクロイド曲線は，円が半回転したときの直線 x = π r を中心として左右対称になるので，

この最後の式は当然の結果である．

ここで，(3.17) 式で，θ を θh とし，また， (3.19) 式を用いて，θa を θh で表わしたときは，

W (θh) = 8r sin3
(θh

2

)
cos

(θh

2

)
(3.20)
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となるが，θh は十分に小さいことと，(3.8) の第 1式で x = h と置くと，

W (θh) ' r θ 3
h ' 6 h (3.21)

となる．この結果から W は，積分範囲が大きい割には，小さな値になる．

これで差分方程式を解くための準備は一応できたが，変数 W の初期値は，あくまでも，摩擦係数 µ

をゼロとして求めたもので，本物ではない．そこで，差分方程式 (3.6) を繰り返し実行という方法も考

えられるが，初期値が変わらない以上，何度くり返しても結果は同じことになる．そこで，こんどは，

差分化の方法を変えてみよう．例として p1 の微分 d p1/d x を
[
p1(xn) − p1(xn−1)

]
/ h としてみる．

このときの方程式は，(3.6) に替わって

p1(xn−1) = p1(xn)− h p2(xn)
( u(xn)√

1− u(xn)2
− µ

)
,

W (xn−1) = W (xn)− h
[(

log R(xn)
)′

W (xn)− 1
]
,

u(xn−1) = u(xn) + h
p2(xn)

√
1− u(xn)2

2
[
p1(xn) + 2µ p2(xn)W (xn)

]

y(xn−1) = y(xn)− h
u(xn)√

1− u(xn)2
. n = N, N − 1, · · · , 2

(3.22)

となる．ただし，n 番号は大きい方の N = [[a/h]] から始めて，順次 n = N, N − 1, · · · 2 と小さくし

ていく．この方法で (3.6) 式と (3.22) 式とを交互に何度か繰り返すと，摩擦係数 µ がゼロでない場合

の解に収束するものと考えられる．より詳しく説明すると，最初に (3.6) 式を使うときは摩擦係数 µ を

ゼロとして，n = 1 のときの x1 における各変数 p1, W, u, y の初期値を決めておき，この差分式から

順次 n の値を大きくして n = N − 1 としたときに，最後の xN における各変数の値が求められる．つ

ぎに，(3.22) 式では逆に n が大きい方の N から始めて順次小さくして n = 2 まで計算すると x1 の

ときの各変数が求められる．以上の方法を何度か繰り返すと，初めは µ = 0 とした式から出発してい

るが，(3.6) (3.22) 式は µ を含んだ式なので，結果的に，µ 6= 0 の解に収束するはずである．

4 数値計算の結果

数値計算をするにあたって，先に変数の次元を揃えておこう．(3.6) 式と (3.22) 式で使われている 4

個の変数 p1, w, u, y のうち，u だけは無次元であるが，他の 3個は長さの次元を持つ．そこで，サイ

クロイドのところで用いた回転させる円の半径 r で割って無次元化したものを改めて，

p1/r → p1, W/r → W, y/r → y, (4.1)

と定義しておく．同様に，x, h, a, b についても

x/r → x, h/r → h, a/r → a, b/r → b (4.2)

と無次元化するが，これは形式的にいえば，長さの単位を 1 としたことになる．
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以下，数値計算をするにあたって，x 軸の無次元化した刻み幅 h を h = 0.005 とし，同じく無次元

化した終点の x座標を a = 2π − h と置くことにする．この設定で，差分方程式 (3.6) (3.22) を解き，

結果として求められた解曲線 y = y(x) を図 1，図 2に示す．このうち，図 1では摩擦係数 µ の値が 0

から 0.05 まで，また，図 2では，0.1 から 0.3 までが，それぞれ，色分けされた曲線で示してある．.

図 1 解曲線　 µ = 0から 0.05 まで

図 2 解曲線　 µ = 0.1から 0.3 まで

これら２つの図から，摩擦係数 µ がゼロのとき解曲線がサイクロイドになることは当然であるが，図

1では，µ の値が大きくなるにつれ，曲線はサイクロイドに近い形を保ちながら，上の方に上がってい

く．それに対し図 2では，µ の値がおよそ 0.25 以上になると，サイクロイドにはならずに，ほぼ直線

状になりながら下方向に下がっていく．この 2つの違いが，どのような条件で起こるのかは，現時点で

はまだ不明である．

この摩擦係数 µ が大きいとき解曲線は直線状になって下がっていく現象について考えてみる．この

直線の傾き角を φ としたとき，直線の方程式は y = tan(φ) x となり，この角度 φ が，摩擦角に等しい

とき，すなわち，µ = tan φ となるときは，質点が斜面に沿って落下しようとする力 mg sinφ と，質点

に作用する摩擦力 µmg cos φ とが釣り合ってしまう．したがってこのとき，質点は斜面方向の力を受

けなくなるので，一定速度で斜面上を落下することになる．この考えは，最速降下曲線の場合でも正し
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いのか疑問も残るが，もし終点位置がこの直線よりも上にあれば到達不可能になるので，妥当な判断と

考えられる．

数値計算の最後に，変数 p1, p2, u, W を x の関数として示すグラフを，摩擦係数 µ = 0.1 に限定し

て，挙げておく．

図 3 p1(x), p2(x) のグラフ 図 4 u(x) のグラフ

図 5 W (x) のグラフ

この図 3の p1, p2 のグラフを見ると，終点の a = 2π − h のところで，p1 = 0 になっている．した

がって，(2.8) 式の v2 = 2 g
(
p1/p2

)
から，その点で速度 v はゼロになることが分かる．このグラフは

摩擦係数が µ = 0.1 に限定しているが，実際は解曲線に最下点があって，この点を過ぎると上方向に上

昇する曲線については，終点のところで速度は，すべてゼロになるものと考えられる．また図 2の下の

部分で述べたように，摩擦係数 µ の値が大きくなると，最下点を持たずに直線状になり，速度はゼロ

でない一定値になると考えられる．

5 おわりに

摩擦抵抗を考慮した最速降下曲線の問題は，何百年も前の Euler の時代からある古典的問題にもかか

わらず，これほどの難問になるとは，思ってもいなかった．

以下，今回の解析で疑問に感じたことを 3点挙げておく．
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(1) 前節で述べたように，終点付近に最下点があり，そこを越えると上に上がって静止する場合と，

最下点がなくそのまま直線的に一定速度で落下していく場合がある．この 2つの場合分けの判別

基準が分かるとよいのだが，現時点では不明である．これは問題が解析的に解けないため，最後

は数値計算に頼ったせいでもある．

(2) 数値計算をするときの W の初期値を決めるために，初めは摩擦係数 µ をすべての点でゼロと

し，そのときの解曲線サイクロイドを用いて W を求めた．その後 (3.6) (3.22) の２つの差分方

程式を交互に繰り返し実行することで，µ がゼロでないときの解とした．これは微積分方程式

を，積分を含まない微分方程式に変換するための便宜的手法とも考えられるが，これで良いのか

疑問が残る．

(3) 質点が曲線上を落下するときの出発点は原点 (0, 0) としたが，終点位置 (a, b) は，直線 y = µx

より下であれば，どこでもよいはずである．ここでは x座標の a は決めたが，y 座標の b は決

めていない．それにもかかわらず，終点位置が自動的に決まっている．これは今回の解析で，自

由度が１つ不足していることを意味する．考えられるのは (2.17) 式である．この式の左辺は全

体に x 微分が付いているので，通常ならば，大括弧の中身を任意定数と置くはずである．しか

もこの任意定数によって，終点の y 座標 b が間接的に決まってくるのではと考えられる．そう

考えると，ここでの解析は，間違いではないが，特殊な場合に限定して実行したことになる．

以上，摩擦抵抗を考慮した最速降下曲線が，いかに厳しい難問であるかが，よく分かってきた．
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空間回転と SU(2)
矢野　忠1）

Spatial Rotation and SU(2)
Tadashi YANO

まえおき

これはすでにこの数学・物理通信に掲載した [1]の改訂版である．主な改訂箇所は第 2, 3節と付録の部
分である．
付録 5.1 に「Pauli 行列の求め方」としていくつかの参考文献を挙げたが，この中に朝永先生の本の該

当箇所を私が解読した解説を追加して挙げた [2]．つぎに付録 5.3 での 2 行 2 列のユニタリー行列の求め
方をきちんと述べた．これは前には参考文献を挙げておいたが，手元に残っていた計算のノートの概要を
参考のために載せた．
また『四元数の発見』（海鳴社）を上梓したときに，閲読して下さった川崎守さん（岐阜大学名誉教授）

のご意見に答えるために挿入した補注「1, i, j, kの行列表現」を改訂して付録 5.4として取り入れた．

1 はじめに

[3], [11] で行列による回転の表示として SO(3) による表現を述べた．この SO(3) の表現に対応した
SU(2)の表現をここでは述べたい2）．

SO(3) による表現として 3 次元のベクトル x1e1 + x2e2 + x3e3 を考えるとき，ここで基底ベクトル
e1, e2, e3 を

e1 =


1
0
0

 , e2 =


0
1
0

 , e3 =


0
0
1


ととる3）．
すなわち， 

x1

x2

x3

 = x1


1
0
0

 + x2


0
1
0

 + x3


0
0
1

 = x1e1 + x2e2 + x3e3 (1.1)

このようにして 3次元のベクトルを 3行 1列の列ベクトルとして表すことができる．
成分が (x1, x2, x3) のベクトルは回転してそのベクトルの成分が (x′1, x′2, x′3) になったとしよう．この

ときに (x1, x2, x3)と (x′1, x′2, x′3)との関係は 3行 3列の行列で関係づけられる．

1） 元愛媛大学工学部
2） SU(2)とは要素が複素数の 2行 2列の行列のつくるユニタリー群，その元 U の共役転置（エルミート共役）行列 U∗ が U の
逆行列となり，すなわち，U∗ = U−1 が成立し，かつその行列式 det U = 1であるものをいう [4]．なお，行列に関してこの脚注
で用いられた用語は読者には既知としている．

3） ここで，x1, x2, x3 の肩につけた添字はべきを表す指数ではない．べき指数を表す場合は文字をカッコで囲んだ外側に (x1)2

のように表す．
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これが [3], [11]で取り扱った回転の SO(3)表現であった．2節では SO(3)表現に対応した SU(2)の表現
を述べよう4）．
つぎの節に行く前に一つ注意をしておきたい．2 節以下で少しこみいった計算等の説明はすべて付録 5

に回した．だから読んで途中で気になったところがあっても，まずは話の筋を優先してほしい．その後で
気になったところは付録 5の説明で補うか，またはそこに挙げられた参考文献を参照してほしい．それら
を参照すれば，納得をして頂けるであろう．

2 SU(2)の表現

いま，x1e1 + x2e2 + x3e3 で基底ベクトル e1, e2, e3 を 2行 2列の行列

σ1 =

0 1
1 0

 , σ2 =

0 −i

i 0

 , σ3 =

1 0
0 −1

 (2.1)

に変えると
x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 (2.2)

が得られる [5]．この σ1, σ2, σ3 を Pauli行列といい，量子力学で電子にスピン（電子の固有角運動量）を
導入するために考えられたものである5）．
上に与えた Pauli行列 (2.1)を用いると (2.2)は

x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 = x1

0 1
1 0

 + x2

0 −i

i 0

 + x3

1 0
0 −1


=

 x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

 (2.3)

となる6）．
SO(3)のときに 

x1

x2

x3

と


x′1

x′2

x′3


とを 3行 3列の行列で関係づけたが，SU(2)では

P =

 x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

 (2.4)

と

P ′ =

 x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 −x′3

 (2.5)

4） [3], [11]では下つきの指標を使って x1 = x, x2 = y, x3 = zを表していた．
5） この Pauli行列の求め方を述べた文献を付録 5.1で紹介する．
6） なぜ (1.1) の代わりに (2.3) をとるのか．それは複素数を要素とする，2 行 2 列の任意の行列を単位行列 1 と Pauli 行列

σ1, σ2, σ3 の 1次結合として表すことができるからである．立ち入った説明は付録 5.2で述べる．
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との関係をつける変換の 2行 2列のユニタリー行列 Qを考える．
すなわち，P と P ′ とはユニタリー行列 Qで

P ′ = QPQ∗ (2.6)

と関係付けられる．これをユニタリー変換という．Q∗ は Qの共役転置行列である．
この (2.6)はここでは天下りだが，すぐ後で空間回転の四元数による表現から導く．
ユニタリー行列 Q とはその共役転置（エルミート共役）行列 Q∗ が逆行列 Q−1 となる行列のことであ

る．すなわち，
Q∗ = Q−1

または，この式に左から，または，右から行列 Qをかけて

QQ∗ = Q∗Q = 1

が成り立つ行列だといった方がわかりやすいかもしれない．
この行列がユニタリーであるという条件を用いれば，Qは一般に

Q =

 a b

−b̄ ā

 , ここで |a|2 + |b|2 = 1 (2.7)

と表される (付録 5.3参照).　ここで ā, b̄はそれぞれ a, bの共役複素数である．
このとき P のユニタリー変換 (2.6)は

P ′ = QPQ∗ =

 a b

−b̄ ā

  x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

 ā −b

b̄ a

 (2.8)

となる．
いま (2.8)をあまりはっきり理由を述べないで示したが，これを空間回転の四元数による表現

u = qvq̄ (2.9)

から導いてみよう．
[3], [11]では四元数 vを実部をもたない四元数として

v = x1i + x2j + x3k (2.10)

と表したが，ここでは四元数 vの実部 v0 も取り入れて

v = v0 + v = x01 + x1i + x2j + x3k, (v0 = x01, v = x1i + x2j + x3k) (2.11)

と表す7）．
そこで，u = u0 + uは，v = v0 + vの (2.9)による変換は

u0 + u = q(v0 + v)q̄ (2.12)

7） 複素数での 2つの元は 1, iで表し，四元数の 4つの元は 1, i, j, kと区別して表す．これは四元数の元を拡大 Pauli行列で置
換することがあるからである．
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となる．変換する四元数 vの実部の変換だけを取り出して考えれば，実部 v0 = x01は i, j, kと交換可能
だから

u0 = qv0q̄

= x01qq̄, (qq̄ = 1)

= x01　

= v0

であるので，四元数の実部は変換 (2.9)に対して不変である．したがって，変換 u = qvq̄によって四元数
の実部と虚部が入りまじりあうことはないので，四元数の虚部の変換

u = qvq̄ (2.13)

が成り立つ．
以下ではこの四元数の虚部についての変換を考えよう．

v = x1i + x2j + x3k (2.14)

で，このとき i, j, kと Pauliの行列との対応を

i → −iσ1, j → −iσ2, k → −iσ3 (2.15)

ととれば，
ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j (2.16)

から σ1, σ2, σ3 の間の関係を満たすことを確認できる (付録 5.4を参照)8）．
(2.14)で (2.15)の置き換えをすると

v = −i(x1σ1 + x2σ2 + x3σ3) (2.17)

となる．また同様に
u = −i(x′1σ1 + x′2σ2 + x′3σ3) (2.18)

となる。
これらを考慮すれば

u → (−i)P ′, q → Q, 　v → (−i)P, q̄ → Q∗

となるから，
u = qvq̄ → (−i)P ′ = Q(−i)PQ∗

と置き換えられる．
上の式で u = qvq̄との対応を考慮して (−i)P ′ = Q(−i)PQ∗ と表したが，もちろんこれに iを両辺にか

けて
P ′ = QPQ∗ (2.6)

8） (2.16)を成り立たせる i, j, kと σ1, σ2, σ3 の対応は (2.15)だけではない．それについては付録 5.5で述べる．このことを指
摘して頂いた大槻俊明氏に感謝する．
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とした方が簡潔でいい．これで前に天下りで与えた (2.6)が四元数による変換 u = qvq̄から求められた．
では，つぎに個々の因子がどのように行列を用いて表されるか見てみよう．まず P は

P = x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 =

 x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3


となる9）．
同様に P ′ は

P ′ = x′1σ1 + x′2σ2 + x′3σ3 =

 x′3 x′1 − ix′2

x′1 + ix′2 −x′3


となる．
つづいて，q = q01 + q1i + q2j + q3kは

Q = q0σ0 − i(q1σ1 + q2σ2 + q3σ3) =

 q0 − iq3 −i(q1 − iq2)
−i(q1 + iq2) q0 + iq3


となる10）．
また q̄ = q01 − (q1i + q2j + q3k)は

Q∗ = q0σ0 + i(q1σ1 + q2σ2 + q3σ3) =

 q0 + iq3 i(q1 − iq2)
i(q1 + iq2) q0 − iq3


となる．
これらの Q, Q∗ を用いると

P ′ = QPQ∗

=

 q0 − iq3 −i(q1 − iq2)
−i(q1 + iq2) q0 + iq3

  x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

  q0 + iq3 i(q1 − iq2)
i(q1 + iq2) q0 − iq3

 (2.19)

となる．
(2.7)で与えた行列 Qの要素 a, b, c, dを q0, q1, q2, q3 で表せば，

Q =

 a b

−b̄ ā

 =

 q0 − iq3 −i(q1 − iq2)
−i(q1 + iq2) q0 + iq3

 (2.20)

である．
ここで a = q0 − iq3, b = −i(q1 − iq2)であるから，ā = q0 + iq3, b̄ = i(q1 + iq2)である．これらから

Q∗ =

ā −b

b̄ a

 =

 q0 + iq3 i(q1 − iq2)
i(q1 + iq2) q0 − iq3

 (2.21)

となる．

9） この行列はエルミートで，そのトレース=0 である．エルミート行列とトレースの定義とこの 2 つの性質がユニタリー変換で
不変であるということを付録 5.6で示す．

10） 四元数の単位 1に対応した 2行 2列の単位行列 σ0 をつけくえている.　(5.14), (5.15)を参照せよ．
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したがって qvq̄から P ′ = QPQ∗，すなわち (2.9)から (2.8) が導かれる．Qがユニタリー行列，すなわ
ち QQ∗ = 1を満たすことはいうまでもない11）．
形式的には以上の説明でいいのだが，実際に (2.19)の行列の演算を行って，それが [11]で導いた SO(3)

の表現と一致することを 3節で確かめよう．

3 SO(3)との同等性

では (2.19) の演算にとりかかろう．その前に (2.19) は計算が面倒なので，記号をいくつか導入してお
こう．

x+ = x1 + ix2

x− = x1 − ix2

q+ = q1 + iq2

q− = q1 − iq2

と略記する．これらの記号を用いて (2.19), すなわち，上に定義した記号を用いて表した (3.1) を計算
する． x′3 x′

−

x′
+ −x′3

 =

q0 − iq3 −iq−

−iq+ q0 + iq3

 x3 x−

x+ −x3

 q0 + iq3 iq−

iq+ q0 − iq3

 (3.1)

この計算を一度にするのは大変なので，まずx3 x−

x+ −x3

 q0 + iq3 iq−

iq+ q0 − iq3

 =

A B

C D


と表すことにしよう．ここで，

A = x3(q0 + iq3) + ix−q+

B = ix3q− + x−(q0 − iq3)

C = x+(q0 + iq3) − ix3q+

D = ix+q− − x3(q0 − iq3)

である．
したがって x′3 x′

−

x′
+ −x′3

 =

q0 − iq3 −iq−

−iq+ q0 + iq3

 A B

C D


=

 (q0 − iq3)A − iq−C (q0 − iq3)B − iq−D

−iq+A + (q0 + iq3)C −iq+B + (q0 + iq3)D

 (3.2)

となる．

11） 付録 5.7にQQ∗ = 1の証明を述べる.
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この (3.2) の計算を始める前に何をしたいのかをまとめておく．(3.1)（実際には (3.2)）から [11] の
(9.31)-(9.33)を求められることを示したい．すなわち，それらをここで引用すると

x′1 = E1x1 + E2x2 + E3x3 (3.3)

x′2 = F1x1 + F2x2 + F3x3 (3.4)

x′3 = G1x1 + G2x2 + G3x3 (3.5)

の関係式を求めたい12）．
ところが (3.2) では計算を簡単にするために x′

+, x′
−; x+, x− で表されている．これらを最終的には

x′1, x′2; x1, x2 で表す必要がある．
3節の最初に定義した x+, x−; x′

+, x′
− を x1, x2; x′1, x′2 について解けば，

x1 = 1
2(x+ + x−) (3.6)

x2 = 1
2i

(x+ − x−) (3.7)

x′1 = 1
2(x′

+ + x′
−) (3.8)

x′2 = 1
2i

(x′
+ − x′

−) (3.9)

である．
したがって，まずは x′3, x′

+, x′
− を x3, x+, x− で表すことにしよう．

まず，簡単に求められる x′3 は
x′3 = (q0 − iq3)A − iq−C

= G3x3 + G−x− − G+x+

= G1x1 + G2x2 + G3x3

(3.10)

である．ここで

G3 = (q0)2 + (q3)2 − (q1)2 − (q2)2

G− = i(q0 − iq3)q+

G+ = iq−(q0 + iq3)

ところで
G−x− − G+x+ = G1x1 + G2x2 (3.11)

であるから，

G1 = G− − G+ = 2(q1q3 − q0q2)

G2 = −i(G+ + G−) = 2(q0q1 + q2q3)

G3 = (q0)2 + (q3)2 − (q1)2 − (q2)2

である．

12） [11]では上付きの指標ではなく，下付きの指標を使っているが，実質的なちがいはない．
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つぎに
x′

− = x′1 − ix′2

= (q0 − iq3)B − iq−D

= R3x3 + R−x− + R+x+

(3.12)

である．ここで

R3 = 2iq−(q0 − iq3)

R− = (q0 − iq3)2

R+ = (q−)2

である．また
x′

+ = x′1 + ix′2

= −iq+A + (q0 + iq3)C

= S3x3 + S−x− + S+x+

(3.13)

である．ここで

S3 = −2iq+(q0 + iq3)

S− = (q+)2

S+ = (q0 + iq3)2

である．
(3.10)-(3.13)から (3.6)-(3.9)の関係を用いると

x′1 = E1x1 + E2x2 + E3x3 (3.14)

x′2 = F1x1 + F2x2 + F3x3 (3.15)

x′3 = G1x1 + G2x2 + G3x3 (3.16)

と表すことができる．ここで

E1 = 1
2(R+ + R− + S+ + S−) = (q0)2 + (q1)2 − (q2)2 − (q3)2

E2 = i

2(R+ + S+ − R− − S−) = 2(q1q2 − q0q3)

E3 = 1
2(R3 + S3) = 2(q0q2 + q1q3)

F1 = 1
2i

(S+ + S− − R+ − R−) = 2(q0q3 + q1q2)

F2 = 1
2(S+ + R− − R+ − S−) = (q0)2 + (q2)2 − (q1)2 − (q3)2

F3 = 1
2i

(S3 − R3) = 2(q2q3 − q0q1)

G1 = G− − G+ = 2(q1q3 − q0q2)

G2 = −i(G+ + G−) = 2(q0q1 + q2q3)

G3 = (q0)2 + (q3)2 − (q1)2 − (q2)2
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である．これらの E1, E2, · · · , G2, G3 に

q0 = cos θ

2

q1 = n1 sin θ

2

q2 = n2 sin θ

2

q3 = n3 sin θ

2

を代入すれば，

E1 = n2
1(1 − cos θ) + cos θ (3.17)

E2 = n1n2(1 − cos θ) − n3 sin θ (3.18)

E3 = n1n3(1 − cos θ) + n2 sin θ (3.19)

F1 = n1n2(1 − cos θ) + n3 sin θ (3.20)

F2 = n2
2(1 − cos θ) + cos θ (3.21)

F3 = n2n3(1 − cos θ) − n1 sin θ (3.22)

G1 = n1n3(1 − cos θ) − n2 sin θ (3.23)

G2 = n2n3(1 − cos θ) + n1 sin θ (3.24)

G3 = n2
3(1 − cos θ) + cos θ (3.25)

が得られる13）．
これで，得られた x′1, x′2, x′3 の係数を [11]の (9.34)に与えられた E1, E2, · · · , G2, G3 と比べてみれば，

すべてそこに与えられた式と一致することがわかる．
したがって，SU(2)の表現と SO(3)の表現とが一致していることが示された．

4 おわりに

このレポートでは四元数の空間回転から，行列による空間回転の SU(2)表現を導き，かつそれが行列の
よく知られた SO(3)表現と一致をすることを述べた．
一言お断りをしておきたい．3節で空間回転の SU(2)表現と SO(3)表現とが一致することを示したが，

群として見たときに SO(3)の元と SU(2)の元とが 1:1に対応しているわけではなく，対応は SO(3)の 1つ
の元に対して SU(2)の 2つの元が 1:2で対応していることがわかっている．このことを簡潔に説明したい
と思ったができなかった．わかりやすい参考文献だけを挙げておこう [15]．
最後に，今回も編集委員の世戸憲治さんにたくさんの原稿の不備をご指摘して頂いた．深く感謝する．

13） ベクトル n = (n1, n2, n3)は空間回転の軸であり，θ は回転角度である．回転角の半角 θ/2が出てくるのは空間回転の四元
数による表現に対してだけであり，(3.14)-(3.16) の SO(3) による回転の表現では半角は出てこない．それは (3.17)-(3.25) から
わかる．

21



5 付録 5

5.1 付録 5.1　Pauli行列の求め方

Pauli行列はとても有名なものであり，いまさらその形が (2.1)のように求められることを示す必要もな
いだろう．その求め方を示した文献だけを挙げておきたい．
求め方として一番わかりやすいのは文献 [6] であろう．また簡単な求め方が [7] にある．それよりは少

し複雑だが，やはり求め方の説明は [8]にもある．
もちろん大多数の量子力学の書には角運動量の一般的な行列の式の求め方の説明があり，その特殊な場

合として Pauli行列が与えられている．
これらの文献の紹介で十分かと思うが，その後 [6]を読んで，Pauli行列の求め方をこの数学・物理通信

に掲載した [2]．あわせて参考にされたい．

5.2 付録 5.2　(2.3)の行列の由来

(2.2)または (2.3)はきわめて形式的に導出されたので，その由来をみておく．
一般的な 2行 2列の行列は a b

c d


と表せる．ここで a, b, c, dは任意の複素数とする．
このときこの 4つの行列要素の 1つのみがゼロではない，1次独立な 4つの行列1 0

0 0

 ,

0 1
0 0

 ,

0 0
1 0

 ,

0 0
0 1


を用いれば， a b

c d

 = a

1 0
0 0

 + b

0 1
0 0

 + c

0 0
1 0

 + d

0 0
0 1


と表すことができる．
ところで，これらの 4つの行列は Pauli行列 σ1, σ2, σ3 に単位行列 1を加えた 4つの行列で1 0

0 0

 = 1
2[1 − i(iσ3)],

0 0
0 1

 = 1
2[1 + i(iσ3)],

0 1
0 0

 = 1
2(σ1 + iσ2) = σ+,

0 0
1 0

 = 1
2(σ1 − iσ2) = σ−

と表すことができる．ここで σ+, σ− は電子のスピンの第 3成分 σ3 の固有値を 1だけ上げたり，下げたり
する演算子で昇降演算子といわれている14）．
単位行列 1に対して Pauli行列にいつも因子 iをかけることにすれば，

1, iσ1, iσ2, iσ3

14） 電子のスピンは 1/2で 1ではないから，正しくは電子のスピン演算子は s = ~
2 σ, (~ := h/(2π), h : Planck定数)である．
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となり，これらで 2行 2列の複素行列を表せば，つぎの 2行 2列の任意な行列a b

c d

 =

x0 + ix3 ix1 + x2

ix1 − x2 x0 − ix3


= x0

1 0
0 1

 + i

 x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

 (5.1)

が得られるが，右辺の第 2項の因子 iを除いた部分が (2.3)に与えた 2行 2列の行列であり，(2.3)の第 2
行，第 2列の要素 x3 の前の負号はこのようにして現れている．

5.3 付録 5.3　2行 2列のユニタリー行列

ユニタリ行列 Qが (2.7)のように表されることは

Q =

a b

c d

 (5.2)

とおいて Qがユニタリーである条件 QQ∗ = 1と det Q = 1という条件

det Q = ad − bc = 1 (5.3)

を使えば，簡単に導くことができる [9], [10]．
まず QQ∗ = 1から

aā + bb̄ = 1, (5.4)

ac̄ + bd̄ = 0, (5.5)

cā + db̄ = 0, (5.6)

cc̄ + dd̄ = 1 (5.7)

上の条件は 4つあるが，独立なものは 3つである．すなわち，(5.5)と (5.6)とは互いに複素共役の関係に
ある．ここでは (5.6)から

c = − b̄d

ā
, (ā 6= 0) (5.8)

であるから，これを (5.3)に代入し，aā + bb̄ = 1の条件を用いると

ad − b

(
− b̄

ā

)
d = 1,

(aā + bb̄)d

ā
= 1,

d

ā
= 1

から
d = ā (5.9)

が得られ，これを (5.8)へ代入すると
c = −b̄ (5.10)

となる．(5.9)と (5.10)から (2.7)が得られる．
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5.4 付録 5.4　1, i, j, kの行列表示

以下のご意見は閲読者の Kさんから頂いたものである．
[11] で四元数の 4 つの元を 4 行 1 列の行列で表すことについて述べてある．それは四元数の一つの行

列表示である．しかし，四元数の元を 2 行 2 列の行列に表示することはこのレポートで初めて出てくる．
読者にとって四元数とは数の実数の 1，虚数単位 i に加えて虚数単位 i と同じように振舞う j, k をつけ

加えた 1, i, j, kで表された数が「四元数のイメージ」でしょう．そうだとすると実数 1に単位行列 1を
対応させ，i, j, kに Pauli行列を対応させるということは暗黙の了解事項とはいえない．
さらに，これらの 4個の行列から任意に 2つを選んだ積が 1, i, j, kの積に関する四元数の乗積表（以

下の表 5.3 を参照）を満すことを述べたほうがよいのではないかと思う．すなわち，このことを一言でい
えば，この対応で四元数の代数系は保存されるか．

（答）物理学に詳しくない一般の方にとっては言われる通りでしょう．しかし，いま Pauli 行列
σ1, σ2, σ3 に 2行 2列の単位行列 σ0 を加えた 4つの行列を拡大 Pauli行列ということにすると，四元数の
元 1, i, j, kとこの拡大 Pauli行列にはほとんど平行的に対応する積についての性質がある．
まず，四元数の元 1, i, j, kから任意の 2つを取り出してできる積については

1i = i1 = i, 1j = j1 = j, 1k = k1 = k,

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

(5.11)

が成り立つ．
これに対応した拡大 Pauli行列 σ0, σ1, σ2, σ3 からやはり任意の 2つを取り出してできる積については

σ0σ1 = σ1σ0 = σ1, σ0σ2 = σ2σ0 = σ2, σ0σ3 = σ3σ0 = σ3,

σ2
0 = σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = σ0,

σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2

(5.12)

が成り立つ．
(5.11)の積について成り立つ式中の文字 1, i, j, kのそれぞれをこの順に σ0, σ1, σ2, σ3 に対応させて置

き換えてみれば，ほぼ同じ関係が成り立っている．ただ

i2 = j2 = k2 = −1

に対して，対応した関係は Pauli行列の 2乗

σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = σ0

であり，マイナス − の符号だけ異なっている．もちろん，単なる数と 2 行 2 列の行列であることを無視
した上でのことである．残りの積の関係を式で見る限りにその対応が破れることはない．
このことを考えれば，σ1, σ2, σ3 に何か適当な係数をかけて符号を変えてやれば，四元数の元と拡大さ

れた Pauli行列とはきちんと対応がつくのではないかと予想される．
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いま (2.1)で示された Pauli行列に上に述べた単位行列

σ0 =

1 0
0 1

 (5.13)

を付け加えた拡大 Pauli行列 σ0, σ1, σ2, σ3 を考えて，1, i, j, kと拡大 Pauli行列との対応を

1 → σ0, i → −iσ1, j → −iσ2, k → −iσ3 (5.14)

として，この対応に基づいた置き換えをしても，四元数の代数系は保存されることを示す15）．
拡大 Pauli行列は

σ0 =

1 0
0 1

 , σ1 =

0 1
1 0

 , σ2 =

0 −i

i 0

 , σ3 =

1 0
0 −1

 (5.15)

であった．
2つの 2行 2列の積はやはり 2行 2列の行列であることは明らかだから，それらの積がこの 4組の行列

で表されるためにはこれらが一次独立であることが必要である．そのことを見ておこう．

aσ0 + bσ1 + cσ2 + dσ3 = 0 (5.16)

となるのが，a = b = c = d = 0に限られるとき σ0, σ1, σ2, σ3 は一次独立である．
ところで (5.16)は a + d b − ci

b + ci a − d

 = 0 (5.17)

となる．これから (5.17)が成り立つためには

a + d = 0

a − d = 0

b − ci = 0

b + ci = 0

が得られる．したがって
a = 0, b = 0, c = 0, d = 0

でなければならない．これから σ0, σ1, σ2, σ3 が一次独立であることが示された．
この 4組の行列の積はつぎのような乗積表 5.1にしたがう．

15） 四元数の元と拡大 Pauli行列の対応については少しだけ詳しい検討をつぎの付録 5.5で行う．

25



表 5.1 拡大 Pauli行列の乗積表

σ0 σ1 σ2 σ3

σ0 σ0 σ1 σ2 σ3

σ1 σ1 σ0 iσ3 −iσ2

σ2 σ2 −iσ3 σ0 iσ1

σ3 σ3 iσ2 −iσ1 σ0

この乗積表から

σ2
n = σ0, (n = 0, 1, 2, 3)

σ0σp = σpσ0 = σp, (p = 1, 2, 3)

σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3,

σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1,

σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2

の関係が成り立っていることは容易にわかる．
乗積表 5.1の最上段の欄と最左端の欄とにある σ0, σ1, σ2, σ3 を σ0, −iσ1, −iσ2, −iσ3 と変更して，それら

の積をつくれば，乗積表 5.2が得られる．

表 5.2 四元数の元に対応した乗積表

σ0 −iσ1 −iσ2 −iσ3

σ0 σ0 −iσ1 −iσ2 −iσ3

−iσ1 −iσ1 −σ0 −iσ3 iσ2

−iσ2 −iσ2 iσ3 −σ0 −iσ1

−iσ3 −iσ3 −iσ2 iσ1 −σ0

この表で
σ0 → 1, −iσ1 → i, −iσ2 → j, −iσ3 → k (5.18)

と対応させて，1, i, j, kで書き表せば，それは下の表 5.3の乗積表となっている．

表 5.3 四元数の乗積表

1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1
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5.5 付録 5.5　i, j, kと σ1, σ2, σ3の対応

本文でも示したように (2.15) に示された対応は確かに (2.16) の関係を満たす，四元数の元 i, j, k と
Pauli 行列との 1 つの対応である．しかし，(2.15) だけが唯一の対応のさせ方ではなく，別の対応のさせ
方もある．
いま四元数の i, j, kと Pauli行列 σ1, σ2, σ3 とを

i → aσ1, j → bσ2, k → cσ3

と対応させ，
ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j (2.16)

が成り立つような定数 a, b, cを探してみよう．
すなわち，

ij = (aσ1)(bσ2)

= ab(iσ3)

= iab

c
(cσ3)

= iab

c
k

= k

となるように iab
c を決めることを考えよう．そのためには

iab

c
= 1

でなければならないから，
c = iab (5.19)

が得られる．
同様に jk = iから

a = ibc (5.20)

が得られ，また ki = j から
b = iac (5.21)

が得られる．
この 3つの a, b, cについての 3元連立方程式 (5.19)-(5.21)を解けば，つぎの 4つの解が得られる．

a = i, b = −i, c = i (5.22)

a = i, b = i, c = −i (5.23)

a = −i, b = −i, c = −i (5.24)

a = −i, b = i, c = i (5.25)
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解 (5.22) はどこにも採用されているのをまだ見たことがないが，解 (5.23) は [12] でとられた値である．
つぎに解 (5.24)は [13]で採用されている．最後の解 (5.25)は [9]で採用されたものと同一であろうと思わ
れる．
四元数の i, j, kと Pauli行列 σ1, σ2, σ3 との対応をこの順序から入れ替えたものを考えてみよう．一例

として
i → aσ3, j → bσ2, k → cσ1

と対応させると，上に行ったと同様な手続きから，今度は

c = −iab (5.26)

a = −ibc (5.27)

b = −iac (5.28)

が得られる．
この a, b, cに関する，3つの連立方程式 (5.26)-(5.28)を解けば，4つの解

a = i, b = i, c = i (5.29)

a = i, b = −i, c = −i (5.30)

a = −i, b = −i, c = i (5.31)

a = −i, b = i, c = −i (5.32)

が得られる．この中で解 (5.29)は [14]で採用されている．
ここでは [13] において採られた対応 (5.24) を用いた．この対応で，この Pauli 行列の前の負号 − が対

応を複雑にしていると思われたが，負号 −のついている理由がこれでわかった．

5.6 付録 5.6　エルミートとトレース

行列 A の各要素の共役複素数をとり，その行列の各行を各列に転置した行列を共役転置行列（あるい
は随伴行列，エルミート共役行列）という．そしてその行列を A∗（物理学では A†)と表す．
共役転置行列 A∗ := ĀT が共役転置をとる前の，元の行列 Aと等しいとき，すなわち

A∗ = A

のとき，その行列 Aはエルミートであるという．
このエルミート行列 Aは適当なユニタリー行列 U で，ユニタリー変換 B = U∗AU してもエルミート性

は不変である．すなわち，
B∗ = (U∗AU)∗ = U∗A∗U = U∗AU = B

であるから，確かにエルミート行列 Aをユニタリ変換した行列 B もエルミート行列であることがわかる.
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またエルミート行列 Aは適当なユニタリー行列 U で，対角行列 B に変換することができる．

B = U∗AU =



λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
0 0 λ3 0

· · ·
0 0 · · · λn


エルミート行列 A のトレースの定義とその性質についても述べておく．トレースとは行列 A の対角要

素の和である．すなわち，n行 n列の行列なら，その対角要素は a11, a22, · · · , ann と n個あるが，トレー
スは

TrA = a11 + a22 + · · · + ann

で定義される．このとき 2つの行列 A, B の積があるときには

Tr(AB) = Tr(BA)

が成り立つので，この性質を用いて

Tr(U∗AU) = Tr(AUU∗) = TrA, (UU∗ = 1)

が導かれる．これから
TrA = a11 + a22 + · · · + ann = λ1 + λ2 + · · · + λn

が成り立つ．
エルミート行列とトレースの一般的な説明は以上であるが，(2.4)の行列 P

P =

 x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

 (2.4)

がエルミート行列であり，トレース = 0であることを以下に示す．
まず行列 P がトレース = 0であることを示す．これは

TrP = x3 + (−x3) = 0

であるからすぐにわかる．
つぎに P がエルミート行列であることを示す．これはもちろん P ∗ = P であることを示せばいいのだ

が，この式の複素共役をとれば，P T = P̄ であるから，このことを示してもよい．
P の共役 P̄ は

P̄ =

 x3 x1 + ix2

x1 − ix2 −x3

 = P T

と P の転置行列 P T と等しいので，P ∗ = P である．したがって，P がエルミートであることが証明さ
れた．

29



5.7 付録 5.7　QQ∗ = 1の証明

蛇足かもしれないが，Qがユニタリー行列であること，すなわち，QQ∗ = 1であることを示しておく．
まず Q, Q∗ はつぎのとおりである．

Q =

 a b

−b̄ ā

 =

 q0 − iq3 −i(q1 − iq2)
−i(q1 + iq2) q0 + iq3

 (5.33)

Q∗ =

ā −b

b̄ a

 =

 q0 + iq3 i(q1 − iq2)
i(q1 + iq2) q0 − iq3

 (5.34)

QQ∗ の積をつくれば，

QQ∗ =

　a b

−b̄ ā

 ā −b

b̄ a

 =

 aā + bb̄ −ab + ba

−b̄ā + āb̄ b̄b + āa

 (5.35)

である．ここで a, b, c, dはすべて複素数であるから

−ab + ba = 0 (5.36)

−b̄ā + āb̄ = 0 (5.37)

が得られる．つぎに
aā + bb̄ = |a|2 + |b|2 = āa + b̄b

が成り立つ．ここで

a = q0 − iq3

ā = q0 + iq3

b = q1 − iq2

b̄ = q1 + iq2

であったから
aā + bb̄ = (q0 − iq3)(q0 + iq3) + (q1 − iq2)(q1 + iq2)

= (q0)2 + (q3)2 + (q1)2 + (q2)2

= 1, ((q0)2 + (q1)2 + (q2)2 + (q3)2 = 1)

(5.38)

したがって，(5.35)-(5.38)から

QQ∗ =

1 0
0 1

 (5.39)

であり，Qがユニタリー行列であることが示された．
(2013. 3. 19)(2025.9.15改訂)
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