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ケプラーの「目覚め」
―山本義隆の分析の検証―

Kepler’s ‘Awakening’
–Verification on Yoshitaka Yamamoto’s Analysis–

嶋　喜一郎 ∗

Kiichiro SHIMA

1 まえがき
山本義隆の『世界の見方の転換』は緻密で圧倒的な展開が続く．そのほとんどが正しいと考えられるが，ケ
プラーの「目覚め」の分析は例外である．『新天文学』1第 56章のケプラーの目覚め（実際の経緯）とは違うと
思われる．どのようにして誤解が生じたかを提示する．

経緯を示しておこう．ケプラーへの関心は，武谷三男の『弁証法の諸問題』を読んだことから始まっている．
巧妙な三角測量によって地球の軌道を決定したことや 8分（角度）の差へのこだわりが印象に残った．それで
1970年代後半から関心を持っていた．最も興味があったのはケプラーの「目覚め」だったが，それをテーマに
した文献と出会うことはなかった．今世紀に入り，思いがけず，『世界の見方の転換 3』を手にすることになった．
第 12章ヨハネス・ケプラーは待ち望んでいた箇所だった．緻密な展開に圧倒されながら読み進めた．その中
でも「目覚め」の分析は最も関心のある部分なので，何度も読み直すことになった．目覚めは，端緒とその一
般化に分けて説明されていた．その展開にずれがあることに気づいたものの，十分な理解にはつながらなかっ
た．その後，『新天文学』の訳書があることを知り，第 56章のケプラーの「目覚め」を読むと，そこで示され
る経緯は納得のいくものであった．改めて山本義隆の「目覚め」の分析を読み直してみると，『世界の見方の転
換』では，ケプラーの「目覚め」は，正確に捉えられていないのではないかと考えるようになった．

誤った分析はどのように生じたのだろうか．その原因を明らかにしたいと考えるようになった．改めて見て
いると，『世界の見方の転換』第 12章 14 で「ケプラーの第 1法則（楕円軌道）の発見」とされる図（図 4参照）
が，『新天文学』の図（図 3参照）とは違っていることに気づいた．2本の線分（太陽と離心円上の火星とを結ぶ
線分）が消えている．また，ケプラーの目覚めの経緯が，『新天文学』では正割・半径・観測結果の 3段階なの
に対して，『世界の見方の転換』では半径・観測結果の２段階になっていることに気づいた．これらは山本義隆
に「視覚的均差」の概念が欠如していることを示していると思う．この原因を提示するのが本稿の目的である．

次の順序で考察する．
1. 「ケプラーの目覚め」の天文学的基礎——ケプラーが依拠していた離心円・エカント点モデルを紹介し，
「アノマリア」や「視覚的均差」などの基本概念を説明する．

∗岐阜大学工学部卒
1文献 [1]
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2. 「切り取るべき三日月形の幅」——離心円・エカント点モデルにおいて確認された「８分の誤差」を解
消するためのケプラーの着想を述べる．

3. 発見図の比較——『新天文学』におけるケプラーの図 3と『世界の見方の転換』における山本義隆の図
4を比較し，2本の線分の欠落を確認する．

4. 「目覚め」の記述の引用とその解釈——『新天文学』における「目覚め」と『世界の見方の転換』にお
ける「目覚め」を引用して解説する．そして，両者の違いを明確にする．

5. 山本義隆の分析の検証——山本義隆の「目覚め」論の形成過程を推論する．そして，2本の線分が欠落し
ていること，視覚的均差が考慮されていないこと，3段階の推論が 2段階に短縮されていること—-これ
らの根本原因は，ケプラーを「目覚め」させた三日月の幅 429を絶対視し，固定的に捉えたことにある
と指摘する．

2 「ケプラーの目覚め」の天文学的基礎
『新天文学』訳注にある図を取り上げておこう．これはケプラーが基礎にしていた図で，太陽中心系（地動
説）における火星の運動を説明するための離心円・エカント点モデルである．

図 1: 火星の離心円・エカント点モデル（『新天文学』岸本良彦　訳注より）

太陽 S，火星M，離心円の中心 O（離心率 e），エカント点 Qが，このモデルの重要な構成要素になってい
る．また P1 は遠日点，P2 は近日点である．火星Mは離心円上を運動すると仮定されている．しかし，等速
ではなく，実際の観測では速度の変化が見られる（近日点では速く動き遠日点では遅く動く）．この速度変化
を合理的に説明するために，惑星が等速で回転しているように見える位置が想定された．それがエカント点Q
である．エカント点は天動説のプトレマイオスによって導入されたが，ケプラーは地動説においても継承した
（コペルニクスは放棄した）．エカント点 Qは，離心円の中心 Oに対して SO = QOの関係にある．のちに S
（太陽）と Q（エカント点）は楕円軌道の焦点として位置づけられることになる．
離心円内の火星と太陽の距離と角度は，離心円・エカント点モデルを基礎に，その円内の幾何によって計算
で求める．

遠日点 P1 を基準とする角をアノマリア（「遠点離角」）といい，火星の運動の進行を記述するために用いら
れる．αを平均アノマリア（mean anomaly），β を離心アノマリア（eccentric anomaly），υを真アノマリア
（true anomaly）という．これらの角度の頂点はそれぞれ，エカント点Q，離心円の中心O，太陽 Sである．離
心円上の火星Mの位置は，これらのアノマリアによって特徴づけられる．α（平均アノマリア）は経過時間の
尺度，β（離心アノマリア）は離心円弧の尺度，υ（真アノマリア）は太陽に対する角度の尺度になる．
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火星Mの実際の位置（太陽から見た位置）と平均位置（エカント点から見た位置）のずれを示す指標を均
差（equation）といい，角 ∠QMSで表される．これは物理的部分 ψと視覚的部分 ϕの２つから成る．物理的
均差 ψは，火星の軌道が円でなく楕円であることに起因し，公転速度の変化を補正する指標である．また，視
覚的均差 ϕは，観測者の視点から見た火星Mの位置と離心円上の理論的な位置とのずれを示す．アノマリア
の記号を用いると，均差は α− υとして表され，物理的均差 ψは α− β，視覚的均差 ϕは β－υとなる．強調
しておけば，視覚的均差 ϕは，離心アノマリア β から真アノマリア υを引いた値で、観測者から見た火星M
の位置と離心円上の理論的な位置とのずれを示す．

以上が，火星の離心円・エカント点モデルの説明である．引用文に出てくるのは，離心アノマリア βと視覚
的均差 ϕのみであり，この 2つはしっかり確認しておいていただきたい．

3 円から切り取るべき三日月の幅
計算によって得られる離心円上での火星の位置と観測による位置を比較すると，火星の方向に 8分（角度）の
誤差が否定できないものとして確認された2．くわしくいうと，真アノマリア υの値が離心アノマリア β = 45◦

で 8分過剰，β = 135◦ で 8分不足していた．真アノマリア υの値が離心アノマリア β = 45◦ において，計算
値（黒）が観測値（赤）より 8分過剰のときは図 2のようである（∠MSM(赤) = 8′ である．）．

図 2: 真アノマリア υの値が離心アノマリア β = 45◦ で 8分過剰のとき

その火星の方向の違いを解消する方法として，ケプラーは火星の軌道は円ではなく，離心円の長軸線の両側
の部分から三日月の形を切り取ってできる卵形の軌道を想定した（図 3・図 4・図 5参照）.

ケプラーは火星の軌道を円ではなく卵形と考えたが，切り取る三日月の幅を計算するとき，楕円で代替した3．
図 4 において，外側の軌道は円（半径 a），内側の軌道は楕円（長半径 a、短半径 b）である．円の面積 πa2と
楕円の面積 πabから外接円と楕円の面積の比は a : bとなる．したがって，外接円と両側の三日月の面積の比
は a : a− bとなる．
この後，ケプラーは円の半径の 2乗と離心距離の 2乗の比が近似的に外接円と両側の三日月の面積の比と等
しいと続けているという4．すなわち，

a2 : (ea)2 = a : a− b.

これについて，山本義隆は次のよう解読している．

28分の差は，火星軌道を決定する最初の試みにおいて確認されている（エカント点，離心距離の二等分を前提すると現れてきた）．ティ
コ・ブラエの観測精度からすれば，この差を観測誤差として否定できないために，ケプラーは「遠回り」を余儀なくされた．地球軌道の
決定、面積速度一定の法則の発見を経て，二度目の火星軌道の決定の試みでの 8 分の差の確認である．

3以下、文献 [2] 参照．
4文献 [1] 第 47 章にある．
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これは楕円の短半径 bを，e2 まで取る近似で正しくは

b =
√
1− e2a =

(
1− 1

2
e2
)
a

とすべきところを，誤って (1− e2)aとしたことに相当する5．

この誤りは興味ある局面をもたらした．円軌道と仮定したときと真逆の誤差をもたらしたのである．すなわ
ち，真アノマリア υの値が離心アノマリア β = 45◦ で 8分不足、離心アノマリア β = 135◦ で 8分過剰になっ
た。三日月の幅を切り取りすぎたことになったのである。
山本義隆は次のように要約している。

したがって正しい軌道は円（b = a）と近似楕円（b = (1−e2)a）の中間，すなわち b = (1−e2/2)a
となる楕円であろうと考えられる．つまり，すでに求めていた火星の離心率 e = 0.09265にたいし
て，円から切り取るべき三日月の幅 a−bは，卵形を近似した上記の楕円の場合では e2a = 0.00858a

となったが，正しくはその半分 e2a/2 = 0.00429aでなければならない．

ケプラーは 2通りの 8分の誤差の中間に切り取るべき三日月形の幅を設定し，切り取る方法を模索し始めた．
そして，図 1において，離心アノマリア β が 90度のとき，すなわち，遠日点 P1 と離心円の中心 Oと火星M
との角度 ∠P1OM = 90◦ のとき，異なる表現を用いると，アナログ時計の短針が 9時を示す位置にMが来た
とき，ケプラーは「眠りから目覚めた」（1605年とされる）．

4 ３つの発見図
『新天文学』におけるケプラーの図と『世界の見方の転換』における山本義隆の図を比較しておこう．3つ
の図の説明をする．図 3は『新天文学』第 59章で提示されている図である．「目覚め」だけでなくその他の説
明も意図されているが，目覚めの図として取り扱う．図 4は，『世界の見方の転換』第 12章 14で「ケプラーの
第 1法則（楕円軌道）の発見」の図とされているものである．2つの図で，もっとも大きな違いは，ケプラー

図 3: 『新天文学』 図 4: 『世界の見方の転換』

の図 3では太陽 Nと離心円上の点 E，Kが実線で結ばれているのに対して，山本義隆の図 4では太陽 Aと離
心円上の点 E，Kが結ばれていないことである．2本の線分が描かれていないのである．図 5は，図 4に２本
の線分を足した図で，ケプラーの「目覚め」を説明するために作成したものである．『新天文学』の図 3を簡略
した図として扱う．

5a2 : (ea)2 を正しく計算すると，
a2 : (ea)2 = a : e2a = a : a− (1− e2)a = a : a− l, l = (1− e2)a

ケプラーは半直弦（l）とすべきところを短半径（b）と誤ったのである．式の変形は世戸憲治氏に教示された．
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図 5: 『新天文学』簡略図（図 4に線分 AE，AKを追加した図）

5 『新天文学』におけるケプラーの「目覚め」
ケプラーが楕円軌道を発見した過程は『新天文学』の第 56章に述べられている．これを読んでいく前に，現
代とのギャップを埋めるためにいくつか注釈をしておこう．まず，1600年ころは小数表記は普及しておらず，
三角法の計算は 100000を基準にしていた．例えば sin 30◦は，現在は 0.5だが，50000と表示していた．また，
正弦や余弦など三角比は「比」だが，三角形の「辺」を指す用法があることにも注意しておこう．ケプラーの
「目覚め」のきっかけとなった「正割」は三角比（斜辺/底辺）（「余弦」の逆数）だが，直角三角形の斜辺を指
している。正割 EAという表示は，直角三角形ABEにおいて（図 5），∠AEB = θのとき，底辺 EBに対して,
EB sec θよって表示される斜辺 EAを表している.

では，読んでいこう．ケプラーは三日月形を円から切り取る方法を模索していた．切り取る幅は 858ではな
く，その半分の 429であると確信していた．

恐る恐るこういう考えに転じて，改めて考えてみると第 45章では意味のあることは何ひとつ述
べていなかったから，火星に対する私の勝利はむなしいものだったと思ううちに，全く偶然に最大
の視覚的均差を測り取った 5◦18′ という角度の正割に思い至った．この値が 100429であることを
見たとき，まるで新たな光のもと，眠りから目覚めたかのように，以下の推論をし始めた．

最大の視覚的均差 5◦18′の正割（余弦の逆数）が 100429（100000に対して．1を基準にすれば 1.00429．）であ
ると思い至ったことが「目覚め」の端緒となった．
ケプラーは次のように推論した．

平均的な長さを取る所で均差の視覚的部分が最大になる．平均的な長さを取る所で三日月形つ
まり距離の短縮分が最大になり，ちょうど最大の視覚的均差の正割 100429 が半径 100000 を上回
る分になる．したがって，平均的な長さを取る所で正割の代りに半径を用いると観測結果のとおり
となる．

正割と半径との差（100429－ 100000）と三日月形を切り取る幅 429が一致したのである．平均的な長さと
は離心円上での太陽－火星間の平均の距離のことで，図 5では EAに等しい．ここで均差の視覚的部分 ϕが最
大の ∠AEBになり，三日月形つまり距離の短縮分 EFが最大値 429を取る．そして，最大の視覚的均差の正割
EA（100429）が半径 EB（100000）を上回る分になる．したがって，平均的な長さを取る所 Eで，正割 EAの
代わりに半径 EBを用いると観測結果 FAのとおりとなる6．

6円から楕円への第一歩である．「正割」にプトレマイオス,「半径」にケプラー,「観測結果」にティコ・ブラエをそれぞれ対応させてみ
ると,「正割の代わりに」は従来の円運動の原理を否定する姿勢を示している．また，「半径を用いる」は楕円運動への理論的転換を意味し,
「観測結果のとおり」は厳密な観測データに基づく実証を表しているとみることができる．このように，ケプラーの推論には，天文学にお
ける伝統からの転換が凝縮されていることが読み取れる．
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これがケプラーの推論である7．

さらに第 40章の図において，HAの代わりにHRを用い，VAの代わりにVR，EAの代わりに
EBを取り，あらゆる個所でそのようにすると，離心円上の他の位置でも，この場合に平均的な長
さを取る所で起こったのと同じことが起こるだろう，という一般的な結論を下した．

第 40章の図とは次のものである（図 6）．

図 6: 『新天文学』第 40章　円周距離と直径距離

推論の端緒は「平均的な長さを取る所」で「正割の代りに半径を用いる」だった．太陽－火星間の距離は，正
割 EAではなく半径 EBが正しい（直角三角形△EAB）．他の離心円上の点においても，HAの代わりに HR
（直角三角形△HAR），VAの代わりに VR（直角三角形△VAR）が，火星までの正しい距離を示すと一般化
した．EA，HA，VAは円周距離，EB，HR，VRは直径距離と名付けられている．

これが楕円軌道発見のはじまりとなった．ここでは太陽－火星の距離だけに着目している．実際の軌道には
太陽からの角度（真アノマリア）が必要になる．図 6には楕円軌道が描かれていないので，ケプラーの推論が
離心円上の個所を起点に行われていることを確認できるだろう．
ケプラーは以前の章に示した観測結果と照らし合わせて，第 56章を次のように閉じている．

したがって，離心円の円周全体にわたって，第 39章で演繹的に見出した直径距離が非常に多く
の確実な観測によって裏付けられることがわかる．

ケプラーの「目覚め」の端緒と一般化を図 5（『新天文学』簡略図，図 4に AE，AKを結んだ発見図）で確
認しておこう．

まず端緒．ケプラーは「平均的な長さを取る所」（E点）で，最大の視覚的均差 5◦18′ の正割が 1.00429であ
ることに思い至った．（△EABを背景とする．）

　　　EB sec 5◦18′ = 1.00429 = EA

EAから始めると次のようになる．

EAcos 5◦18′ = EB = 1

ケプラーの推論を整理しよう．次の関係をたどる．

EAcos 5◦18′ = EB = FA
7この推論は演繹（deduction）でもなく，帰納（induction）でもなく，アブダクション（abduction）であると考えられる．アブダク

ションは不確かな推論だが，この推論が妥当なことは，次のようにわかる．図 4において，離心円の半径 EBを a，三日月形を切り取った
残りの長さ FBを bとする．推論通りに FAを EBに置き換えると．FAは a，FBは bとなって，楕円の長半径 aと短半径 bに対応する．
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「平均的な長さを取る所 Eで，正割 EAの代わりに半径 EBを用いると観測結果 FAのとおりとなる．」これが
ケプラーの「目覚め」の端緒である．

次に一般化．離心円上の点 K（離心アノマリアが β のとき）で一般化してみよう．K点での視覚的均差は
∠AKBである．これを θとおこう．こんどは△KATが背景となる．AKcos θ = KTが火星と太陽の距離に対
応するだろう．Aを中心に半径KTの弧を描く．この弧の上に火星がある可能性がある．図 5でいえば，点M
（垂線KL上にある）や点 Z（直径KJ上にある）である．ここに角度の関係が付け加わる．真アノマリア αを
みたす点Mが火星の位置になる．離心円の一般的な点 Kにおいて，直径距離の一般的な長さ KTは，離心円
の半径を 1，離心率を e（図 5の AB = e），視覚的均差を θとおくと，次のようになる．

KAcos θ = KT = KB+ BT = 1 + e cosβ

ここで離心アノマリア βを大きくしていくと，Kは円周を下っていき，視覚的均差 θは徐々に大きくなっい
く．そして Aから直径 KJにおろした垂線の足 Tは中心 Bへと接近していく．
そして，β = 90◦ のとき，θ = 5◦18′（視覚的均差の最大値）で，cosβ = 0となる．また，K→ E，T→ B
となり，一般的な三角形△KATは端緒の三角形△EABになる．

EAcos 5◦18′ = EB = 1

端緒と一般化は整合している．これが『新天文学』第 56章から読み取れるケプラーの「目覚め」である．

6 『世界の見方の転換』におけるケプラーの「目覚め」
『世界の見方の転換 3』第 12章 14で，ケプラーの「目覚め」が提示されている．円から切り取らなければ
ならない三日月形の幅が 858ではなくその半分の 429であることが強調された後，次のように述べられている．

さらなる新しい局面への突破口は，ここで火星－太陽間の距離が，先に述べた「直径距離」で
与えられることに偶然気づいたことにある．そのことをケプラーは，離心アノーマリーが 90 度
になり火星軌道が円からもっとも外れたときの三日月の幅（図の EF間の距離）が離心円の半径
a = BFの 0.00429倍であること，そのとき∠BFAが 5度 18分で，そのセカント（余弦の逆数つま
り 1/ cos 5◦18′が 1.00429であることからひらめいたと証言している．つまり FB = (1− 0.00429)a

にたいして
FA = FB sec(5◦18′) = (1− 0.00429)(1＋ 0.00429)a ≒ a = EB

に気づき，この「新しい光に眠りから覚まされた」のである．

これが山本義隆が示すケプラーの「目覚め」である．図 4で半径は BFではなく BEとなっている．引用文
で「離心円の半径 a = BF」とあるのは BEの間違い（誤植）だろう．
山本義隆は
1. 三日月の幅が半径 a = BEの 0.00429倍であること
2. そのとき∠ BFAが 5度 18分で
3. そのセカント（余弦の逆数つまり 1/ cos 5◦18′）が 1.00429であること

からひらめいたとしてケプラーの目覚めを捉えている．しかし，これは『新天文学』のケプラーの目覚めとは
微妙に違っている．切り取る三日月の幅 429を最大の視覚的均差 5◦18′の正割 100429が半径 100000を上回る
分と同定したことがケプラーの目覚めだった．

ケプラーの目覚めとの違いを見ておこう．まず，最大の視覚的均差 5◦18′ への言及がない．そして，5度 18
分は ∠BFAとされている．しかし，ケプラーでは 5度 18分は ∠BEAだった（図 4には示されていないが，図
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5には示されている）．∠BFAは誤植ではない．このように山本義隆は想定しているのである．また，ケプラー
は直角三角形△FBAで正割を考えてもいない．FAと FBはセカントで関係づけられるが，このセカント（正
割）はケプラーを覚醒させたセカントではない．ケプラーのセカントは EAと EBの関係である．

起点が点Eから点 Fに転位したところに山本の「目覚め」論の特徴があるといえよう．FB = (1－ 0.00429)a

が出発点となっているのである．FBを出発点にして，火星－太陽間の距離 FAが直径距離（ここでは半径）EB

に等しいことを近似計算で導いている．

FA = FB sec 5◦18′ = (1－ 0.00429)(1＋ 0.00429)a ≒ a = EB

山本義隆では FA はおよそ EB となっている（FA ≒ EB）が，ケプラーでは FA は正確に EB であること
（FA = EB）に注意しておこう．

山本義隆の推論を追ってみよう．次のように続けている．

そしてケプラーはこの関係を一挙に軌道上のすべての点に一般化した．すなわち，図 12.11（図
4のこと，引用者注）で火星が点Mにあるとき，Mから長軸線 HIに下ろした垂線の足を L，この
垂線MLの Lと反対側で円と交わる点を K，離心アノーマリーを ∠HBK = β（β = ∠HBMでは
ない）として，太陽 Aから火星Mまでの距離 r=AMは，離心円（半径 a，離心率 e）の直径 KJ
への直線 AKの斜影の長さ，つまり Aからこの直径 KJに下した垂線の足を Tとして，

r = KT = KB+ BT = a(1 + e cosβ)

で与えられると考えたのである．このKTはケプラーが「直径距離」と名づけたものに他ならない．

「この関係を一挙に軌道上のすべての点に一般化した」とあるが，この一般化はすぐに方向転換されただろ
う．なぜなら，端緒 F点での論理展開をM点では貫徹できないからである．いいかえれば端緒の直角三角形
△FABと対応する頂点Mの直角三角形は存在しないからである．そこで，K（離心円上の点）から始める展
開がとられることになった8．

それでも，火星が点Mにあるときから始めているのは，端緒の点 Fとの対応を考慮してのことだろう．し
かし，点Mから始めるのは適切とは言えない．端緒では点 Fの位置はわかっていたため，点 Fから始めるの
は妥当である．一方，点Mの位置はまだ確定していないので，始められないのである．さらに，Mから始め
たために，必要のない説明が付け加えられることになっているといえる．それは「Mから長軸線 HIに下ろし
た垂線の足を L，この垂線MLの Lと反対側で円と交わる点を K」である．はじめから離心円上の点 Kに着
目するだけでよかったのである．

実際，ケプラーが目覚めを一般化するとき言及した図 6（第 40章の円周距離と直径距離図）では楕円軌道は
描かれていない．楕円軌道がなくても直径距離の関係は示せるのである．そして，点Kでの直径距離が起点と
なって，あとから点M（楕円軌道）が定まっていくのである．

さて，太陽 Aから火星Mまでの距離 rは KT（直径距離）と等しいことが指摘されている9．

r = KT = KB+ BT = a(1 + e cosβ)

8端緒では E と F（離心円上の点と楕円上の点）は，ともに半径（直径距離）上にあり，両者の離心アノマリア β は共通していた
（∠HBE = ∠HBF = β(90◦)）．そのため，E ではなく F を用いた直径距離の導出が可能だった考えられる．しかし，一般化の段階にお
いては，KとM（離心円上の点と楕円上の点）は離心アノマリア β によって明確に区別されるため（「∠HBK = β（β = ∠HBMではな
い）」），M ではなく K を使って直径距離を求める必要が生じたように思われる．

9山本義隆は r = AM と表示しているが，M の位置は確定していないので r とだけ表示しておく．

9



ただし，この式には直径距離を導くすべての過程が明示されているわけではない．ことばで説明されている
だけで，式としては示されていない箇所がある．「離心円（半径 a，離心率 e）の直径 KJへの直線 AKの斜影
の長さ」である．すべての関係を式として表示しよう

r = KAcos∠AKT = KT = KB+ BT = a(1 + e cosβ)

この式にはKAが含まれているが，正確に直径距離を導くには，この線分KAを考慮せざるを得ないのである．
この式はケプラーによる直径距離の導出と一致するものである．しかし，山本義隆は式の中に KAcos∠AKT

の項を明示しなかった，あるいはできなかった．図 4には線分KAが描かれていないことと関係しているだろ
う．

前セクションでみたように，一般化から端緒に戻れば，K→ Eとなり，KAの「射影」と EAの「射影」が
対応すると考えられる．しかし，山本義隆は端緒において EAの「射影」を想定していなかった．そのため，
端緒から一般化する過程も，一般化から端緒へ還元する過程も，いずれも整合性に課題を残しているといって
よいだろう10 ．

7 2本の線分の欠落と「ケプラーの目覚め」の数理的変容
山本義隆の「目覚め」論はどのように形成されたのだろうか．２本の線分が消去されているため，ケプラー
の目覚めを構造的に捉えることは難しくなる．この点から考えると，「ケプラーの目覚め」とは異なる解釈が前
提とされているといえる．
山本義隆は△EABではなく△FABにケプラーの目覚めを見たのである．ケプラーの目覚めは「平均的な長
さを取る所 Eで，正割 EAの代わりに半径 EBを用いると観測結果 FAのとおりとなる」という３段階だった．
しかし，△EABから△FABに視点が移ることによって，「正割 EAの代わりに」が抜け落ちて，「半径 EBと観
測結果 FA」の２段階に短縮される．そして，「半径 EBと観測結果 FA」だけが，半径→観測結果ではなく，観
測結果→半径の順で定式化されたのである．

それでもケプラーの目覚めとして提起されているのは，ケプラーの目覚めを支えた要素（5◦18′の正割 secと
その値 1.00429，切り取る三日月の幅 0.00429）を，すべて式に組み込んでいるという確信によるものではない
かと思われる．
もう一度，式を見ておこう．

FA = FB sec(5◦18′) = (1− 0.00429)(1＋ 0.00429)a ≒ a = EB

この式は，FAは FBの正割から始まっている11．ここに，ケプラーの目覚めの要素を取り入れる．半径 1と
切り取る三日月の幅 0.00429，そして 5◦18′の正割 1.00429，すなわち，= (1− 0.00429)(1＋ 0.00429)12．この
値は 0.999998で極めて 1に近く，1とみなせると推論して，半径 EBを導いている．しかし，その値は極めて
１に近いが１ではない．FA ≒ EBであって，FA = EBではない．これはケプラーの目覚め（FA = EB，「正割
の代わりに半径を用いると観測結果の通りとなる」）とは違うのである．

ケプラーとは違う山本義隆の推論は，いったい，どこに起因しているのだろうか．その原因は切り取る三日
月の幅 0.00429を絶対視し，固定的にとらえたことにあったのではないかと思う．それには十分な理由があった
ように思われる．図 4は「目覚め」の説明図としてだけでなく，離心円から切り取るべき三日月の幅を 0.00429

10同様な指摘は文献 [3] にある．
11この正割はケプラーではなく，山本義隆に「目覚め」をもたらしたものといえる．
12目覚めの要素が和と差の積で統一して表示されることによって，「目覚め」が印象的に表現されているように見える．

10



に確定する説明図としても使われていたからである．

切り取るべき三日月の幅 0.00429は，正割 1.00429と半径 1の関係から，円周距離と直径距離の関係を喚起
して，円から三日月形を切り取る方法を示唆した．しかし，正しい距離として，正割（円周距離 100429）では
なく半径（直径距離 100000）を用いて，実際に三日月を切り取ってみると，三日月の幅は 0.00429ではなく，
少し長くなっていたのである．実際に切り取った幅は 429ではなく 430だった．
実際に切り取った三日月の幅を確認してみよう．離心円（半径 1，離心率 e）を考える．

図 5: 『新天文学』簡略図（図 4に線分 AE，AKを追加した図）

図 5 で，EB = 1，BA＝ eである．火星と太陽の距離 FAとして，正割 EAではなく半径 EBを用いると，
FA＝ 1である．△FBAで三平方の定理より，FB＝√

1− e2となり，三日月の幅 EFは，EF = 1−
√
1− e2と

なる．ここで，√
1− e2の近似式を考える．e2まで（e2の 1次までの）の近似をみると，√

1− e2 = 1− e2/2

となる．したがって，

EF = 1−
√
1− e2 = 1−

(
1− 1

2
e2
)
＝1

2
e2

となる．ここに火星の離心率 e＝ 0.09265を代入すると，EF＝ 0.00429となり，切り取られるべき三日月の幅と
実際に切り取られた幅の値に違いはない．「目覚め」の分析の直前に山本義隆が示しているのが，e2/2 = 0.00429

である．
しかし，e4 まで（e2 の 2次まで）の近似式を考えると，√

1− e2 = 1− 1

2
e2 − 1

8
e4

となり，したがって，
EF =

1

2
e2 +

1

8
e4

となる．ここに e＝ 0.09265を代入すると，EF＝ 0.00429＋ 0.00001＝ 0.00430 となり，切り取られるべき三
日月の幅と実際に切り取られた幅の値に違いが生じていたことがわかる13．
切り取る三日月形の幅は 100メートルに対して 43センチほど，長くなる幅は 100メートルに対して 1ミリ
ほどである．わずかな違いだが，重大な違いをもたらしたといえるだろう．

山本義隆は 0.00429を絶対視することによって，FB = (1− 0.00429)を固定し，Fを始点にした．離心円上
の点 Eではなく楕円上の点 Fに着目することになった．その結果，視覚的均差の頂点の位置が離心円からずれ
て楕円に移り，2本の線分 EAとKAは不必要なものとみなされ，削除された．こうした変更により，ケプラー
の目覚めを支えた視覚的均差を構成できなくなって，『新天文学』第 56章の読解では「視覚的均差」（英 optical

13山本義隆は e2 までの近似のレベルで，ケプラーの「目覚め」を想定したと考えられる．
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equation）が見過ごされることになってしまった．それと同時に，「正割の代わりに半径を用いると観測結果の
通りとなる」というケプラーの推論も消えてしまったのである14.

山本義隆は点 F（楕円上）でケプラーが目覚めたと考えた．図 4と目覚めの数式 FA ≒ EBは対応している．
0.00429を絶対視したために，EAは消え，FAはおよそ EBになった．しかし，ケプラーは点 E（離心円上）
で目覚めていた（図 3・図 5・図 6）．そして，FAは厳密に FA = EBなのである．0.00429は「目覚め」に導
いた決定的な値だが，ケプラーはおよその数値と捉え，FA = EBを絶対視したのである．FA ≒ EBは楕円の
ようなものである．これに対して，FA = EBは楕円そのものである．
２本の線分を消してはケプラーの目覚めは捉えられないのである．（了）

参考文献
[1] ヨハネス・ケプラー（岸本良彦訳）,『新天文学』，工作舎，2013

[2] 山本義隆,『世界の見方の転換 3』，みすず書房，2014　

[3] 都築正信, 「ケプラーの火星楕円軌道について」，埼玉大学紀要（教養学部）第 52巻第２号，2017　

14山本義隆は『世界の見方の転換 3』第 12 章 15 節 [2] で，ケプラーの目覚めを「円軌道を放棄すると同時に，その円形性からの外
れ—–現代的に表現すれば対称性の破れ—–」と端的に捉えている．「正割」が「円軌道」に対応し，「円軌道の放棄」が「正割の代わりに」
と対応している．そして，「円形性からの外れ」が「正割の代わりに半径を用いる」に対応している．しかし，その「目覚め」論（『新天文
学』第 56 章の分析）には「円軌道を放棄する」が抜けているのである．しかも，「半径を用いる」に焦点が当たっていないのである．
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四元数と球面線形補間　
矢野　忠1）

Quaternions and Spherical Linear Interpolations
Tadashi YANO

まえおき

これは [1] の改訂版である．主に図を描き変えたところが主な改訂箇所である．図の描き変えに伴って
図中の記号もかなり変わっている．
球面線形補間の導出の一番正統的な導出としての「球面線形補間の導出 3」の構成を少し変えた．これ

はちょっとでも面倒な計算は別のところで与えるという考えであったが，簡単に導出できることは説明の
流れの中に入れる方がよいと判断した．もっとも「Gram-Schmidt による正規直交化法」はもとのままの
別の小節での説明とした．
四元数をコンピュータ・グラフィックス等で道具として使う方であまりに多く書かれた，球面線形補間

の導出の説明を読むことが面倒だと感じる方は 2 節を読まれた後で，8.3 の付録 3「球面線形補間の導出
3」とそれに付随した 8.6 の「Gram-Schmidt の正規直交化法」を読んだ後に，6 節の「四元数の球面線形
補間」を読まれればよい．

1 はじめに

現在の四元数の重要性はもちろんアニメのフィギュアを画面上で動かしたり，または衛星やロケットの
姿勢制御とかはたまた自動制御の機械の回転操作等の際に有用だからである．
それでこの四元数のシリーズでも物体の回転について 6 回にわたって述べてきた．このシリーズでは

あまり応用には目を向けてはいない．しかし，それでも応用においては四元数の補間が必要になってくる
ので，今回はベクトルの球面線形補間について述べ，さらにそれが四元数の球面線形補間にどのように応
用されるかを見てみよう．
まず第 2節では補間とはなにかを述べる．つづいて第 3節ではべクトルの線形補間について述べる．第

4 節と第 5 節では大きさが一定のベクトルの球面線形補間について説明する．ここではできるだけ線形補
間の拡張として球面線形補間を考える．第 6 節では応用との関連で重要な四元数の球面線形補間につい
て述べよう．
本文では話の筋道を重視したので，そこでは省略した事項を付録で補足的に説明する．もし細かなこと

を知りたいときには付録の該当箇所を参照してほしい．

2 補間とはなにか

もともと補間法2）とは関数表に与えられていない引数に対する関数（たとえば三角関数，対数関数，指
数関数など）の値を求めるために考えられたものである．しかし，現在では汎用のコンピュータ，スー

1） 元愛媛大学工学部
2） 補間法は内挿法ともいわれる．補間は英語では interpolationという．
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パーコンピュータ，パーソナル・コンピュータ，関数電卓等が普及したためにこれらの関数の値を容易に
求められるようになったので，本来の意味での補間法は存在意義がなくなってしまった．
しかし，その意義はまったくなくなってしまったわけではなく，情報処理工学の観点から重要となって

いる．たとえば実験データのようなとびとびの数値があたえられたときに，これらの中間の値を適当な方
法によって求める必要があったり，またそのデータから，それらの実験式を得たり，それらの実験式の微
係数や積分値を求めたりする必要があるときに補間や補外3）は有効である．
またグラフィックスでのフィギュアの回転や移動とかでも補間は重要であろう．同様に機械の自動制

御の過程においても必要があれば，簡単に補間法を用いて計算できると便利であろう．そのような用途の
ために球面線形補間が Shoemakeによって 1985年に考えられた [2]．

3 線形補間

球面線形補間について述べる前にまず線形補間について述べよう．そしてその拡張として球面線形補
間を考えることにしたい．最終的には四元数の球面線形補間を考えるのを目的とするが，まずは ベクト
ルの線形補間を考えることからはじめよう．図 3.1に示すような，始点の一致した二つのベクトル xと y

x

z

y

O A

B

C

図 3.1 線形補間 3.1

−→OA = x−→OB = y
−→OC = z

−→OD = k0x
−→OE = k1y

k0x

k1y
z

O A

B

CE

D

ts

(1 − t)s

図 3.2 線形補間 3.2

とがあるとき，この二つのベクトルの終点を結んだ直線上にベクトルの終点がくるような，この中間の位
置ベクトル zは xと yの一次結合として，

z = k0(t)x + k1(t)y, (0 ≤ t ≤ 1) (3.1)

で表されるであろう4）．ここで，t はパラメータである．さて，係数 k0(t), k1(t) をどのように決めたらよ
いか．
ベクトル xと yの先端の点を直線で結んだその直線上にベクトル zの先端があるから，係数 k0(t), k1(t)

もパラメータ tの 1次関数として表されるだろう．それをいま

k0(t) = at+ b, (3.2)

k1(t) = ct+ d (3.3)

と仮定しよう．ここで，a, b, c, dは未定の係数である．

3） 補外は外挿ともいわれる．英語では extrapolationという．
4） もっとも補外を行うときには 0 ≤ t ≤ 1 という制限を取り除く必要がある．

14



t = 0のときには
z = x

であるから，
k0(0) = 1, k1(0) = 0 (3.4)

となる．
t = 1のときには

z = y

であるから，
k0(1) = 0, k1(1) = 1 (3.5)

となる．
これで k0(t), k1(t)のそれぞれについての 2つの条件が得られたから，未定係数 a, b, c, dを求めることが

できる．
k0(0) = 1, k0(1) = 0から

b = 1, (3.6)

a+ b = 0 (3.7)

k1(0) = 0, k1(1) = 1から

d = 0 (3.8)

c+ d = 1 (3.9)

(3.6)-(3.9)から
a = −1, b = 1, c = 1, d = 0

が得られる．これから
k0(t) = 1 − t, k1(t) = t (3.10)

と求められる5）．したがって，(3.1)は
z = (1 − t)x + ty (3.11)

と表される。
以下では簡単のために必要な場合以外は k0(t) = k0, k1(t) = k1 と引数の tを省く．
(3.10)を初等幾何学的に考えてみよう．まず図 3.2のように点 O, A, B, C, D, Eをとり，−→OC = zを対角

線とする，平方四辺形 ODCEを考える．
ここで，−→OE = −→DC = k1yは −→OB = yと平行であり，また −→OD = −→EC = k0xは −→OA = xと平行である．
図 3.2においてベクトルの合成から

z = k0x + k1y　 (3.1)

が成り立っていることを再度確認できる．

5） もっと簡単な k0(t), k1(t)の式の導出を付録 1で示す．
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さて，図 3.2において EC ‖ OAであるから4BOAと4BECとは相似三角形である．したがって，つ
ぎの相似比

OA
BA

= EC
BC

が成り立つ．ここで，OA = |x|, BA = sであり，EC = OD = k0|x|, BC = (1 − t)sであるから

k0|x|
(1 − t)s = |x|

s

が成り立つ．すなわち，k0 は
k0 = (1 − t)s

s
(3.12)

となる．
また CD ‖ BOであるから4BOAと4CDAとは相似三角形である．したがって，つぎの相似比

BO
BA

= CD
CA

が成り立つ．ここで，BO = |y|,BA = sであり，CD = k1|y|,CA = tsであるから

k1|y|
ts

= |y|
s

が成り立つ．すなわち，k1 は
k1 = ts

s
(3.13)

となる．
(3.12),(3.13)は (3.10)とまったく同じ式であるが，わざと冗長に書き直されている．これをまとめれば

k0 = (1 − t)s
s

, k1 = ts

s
(3.14)

である．(3.10)ではなくわざわざ (3.14)と表したのは次節以降に述べる球面線形補間との類似性をはっき
りさせるためである．

4 球面線形補間 1

ベクトルの球面線形補間について述べよう（図 4.1参照）．
線形補間の場合と比べてそのベクトルの大きさが一定という条件がついている．すなわち，

|x| = |y| = |z| = r, (r =一定) (4.1)

この条件の下で
z = k0x + k1y (4.2)

の k0, k1 を求める6）．(4.2)は前の (3.1)と同じ形だが，条件 (4.1)がついている．だからまったく新しい問
題となる．

6） 4節以下での k0, k1 は 3節のそれらに対応しているが，違うものであることに注意せよ．違うものには違う記号を使うべきか
もしれないが，記号の節約のために同じ記号を流用する．
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O
A

B

C

−→OA = x−→OB = y
−→OC = z

z

Dk0x

k1y

図 4.1 球面線形補間 1

だが，その前にちょっと極限の場合を考えてみよう．それは 2つのベクトルのなす角 θが 0に近い微小
角である場合である．この場合には近似的に線形補間の式と同じ式が成り立つと考えられる．
したがって，θ → 0の極限の場合には k0, k1 は線形補間 (3.14)と同じ形の式が成り立つと考えてよい7）．
そうすると線形補間のときの k0, k1 の式 (3.14)で sを θで置き換えた式が θ → 0 では成り立つであろ

う．したがって，この極限の場合では

k0 = (1 − t)θ
θ

, k1 = tθ

θ
(4.3)

と近似できる．
これから θ → 0のときに (4.3)となるような θと tの関数である，k0, k1 を見つければよい．直ぐに思い

つく関数としては sin関数がある．
すなわち，(4.3)で (1 − t)θ → sin (1 − t)θ，tθ → sin tθ，θ → sin θと置き換れば，

k0 = sin (1 − t)θ
sin θ , k1 = sin tθ

sin θ (4.4)

が得られる．
これは求める球面線形補間なのであるが，ただ u → 0のときに f(u) → uの条件を満たす関数は sin関

数だけではない．たとえば，tan関数も同じ条件を満たす．
ではどうやって u → 0のときに f(u) → uという条件を満たす，多くの関数の内で sin関数のみが球面

線形補間となり，他の関数は球面線形補間とはならないことを示すか．それにはベクトルの大きさが一定
という条件をみたすかどうかを調べなくてはならない．その検討は簡単ではない．またいままで知られ
ている，u → 0のときに f(u) → uとなる関数 f(u)をすべて調べたとしても他の知らない可能性がないと
はいえない．それでこの考えはおもしろいがここで頓挫する．それに関した議論の一端については付録 2
で述べよう．5節では別の考えを述べよう．

7） 線形補間の場合にはベクトル xと y のベクトルの先端の間の長さを sとしたが，球面線形補間ではベクトル xと y のなす角
を θとしている．
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5 球面線形補間 2

初等幾何学的には線形補間の場合と類推的につぎのような考えが思いつかれるであろう [3]8）．それは
線形補間の場合に k0, k1 の関数を求めるときに三角形が相似であることを用いたが，同様なことが球面線
形補間でも行えないだろうか．すなわち，この場合でも相似な三角形をつくれないだろうか．

O
A

B

C

−→OA = x−→OB = y
−→OC = z

−→OD = k0x
−→DC = k1y

Dk0x

k1yz

(1 − t)θ

tθ

E

I

H

図 5.1 球面線形補間 2.1

O
A

B

C

−→OA = x−→OB = y
−→OC = z

−→OD = k0x
−→OD = k0x
−→OE = k1y

Dk0x

k1y

z

∠BOC = (1 − t)θ

∠COA = tθ

E

F G

図 5.2 球面線形補間 2.2

平行四辺形は線形補間の場合も球面線形補間の場合も同じようにあるが，相似な三角形は球面線形補間
の場合には線形補間の場合とは異なってそのままでは存在していない．
しかし，補間ベクトル z の終点 C とベクトル x の終点 A から線分 OB に垂線を下した足をそれぞれ I

と Hとすれば，相似な直角三角形4CEIと4AOHをつくることができる（図 5.1参照）．
ちょっと図について注意をしておく．図 5.1 の円弧につけられた tθ と (1 − t)θ はそれぞれ角度 ∠COA

と ∠BOCを表しており，円弧の長さではない．もちろん円の半径 rを 1にとれば，角度 tθと (1 − t)θは
その記号のつけられた円弧の長さに等しい．また，θ = ∠BOA = tθ + (1 − t)θである．この注意は以下の
図についても同様である．

EC ‖ OAであるから，4CEIと4AOHとは相似な直角三角形である．したがって，2つの相似な直角
三角形に対して相似比

EC
IC

= OA
HA

が成り立つ．ここで IC = r sin(1 − t)θ，HA = r sin θであり，また OA = |x|であるから

EC
r sin(1 − t)θ = |x|

r sin θ

が成り立つ．このとき EC = OD = k0|x|である．したがって

k0 = sin(1 − t)θ
sin θ (5.1)

8） [3]のアイディアは [4]に触発されたのかもしれないが，論理がより明確である．
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が得られる9）．
同様に，補間ベクトル z の終点 Cとベクトル y の終点 Bから線分 OAに垂線を下ろした足をそれぞれ

Gと Fとすれば，CD ‖ BOであるから4CDGと4BOFとは相似な直角三角形である（図 5.2参照）．
したがって，この 2つの相似な直角三角形に対して相似比

CD
CG

= BO
BF

が成り立つ．
ここで，BO = |y|,BF = r sin θであるから

CD
r sin tθ = |y|

r sin θ

が成り立つ10）．このとき CD = EO = k1|y|である．したがって

k1 = sin tθ
sin θ (5.2)

が得られる．
ここで (5.1),(5.2)を一つにまとめておく．これは

k0 = sin(1 − t)θ
sin θ , k1 = sin tθ

sin θ 　 (4.4)

と同一である．
したがって

z = sin(1 − t)θ
sin θ x + sin tθ

sin θ y (5.3)

となる．
(4.4)から θ → 0のときに (4.3)が得られる．したがって，この球面線形補間 (5.3)は線形補間 (3.11)の

自然な拡張とみなすことができる．この導出では |z| = rであることはもともとそのように設定されてい
るから当然であるが，得られた zのスカラー積 z · zをとってあらためて |z| = rを示すこともできる．
この (5.3) の球面線形補間の求め方は他にもいろいろある．そのいくつかの導出法を付録 3−5 に述

べる．

6 四元数の球面線形補間

この節では四元数の球面線形補間について述べよう．
[9]によれば，線形補間の手続きはつぎの 3つのステップを踏む．

1. 2つの値の差分をとる．∆a = a1 − a0

2. この差分のフラクションをとる．t∆a, (0 ≤ t ≤ 1, t :パラメータ)
3. はじめの値をその差分のフラクションで補正する．a = a0 + t∆a

四元数の球面線形補間も同じ手続きで得られる．しかし，四元数に特有なところもある．いま二つの四
元数を x, yとしよう．これらは単位四元数，すなわち大きさが 1の四元数とする．

9） ICを4COIの高さと考えれば，IC = r sin(1 − t)θが得られる．
10） CGを4COGの高さと考えれば，CG = r sin tθが得られる．
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1. 2つの四元数 x; y の差分を求めよう．
これは四元数 x から yへの角変位であるが，それを ∆zと表せば，

∆z = yx � 1

で与えられる．ここで，オペレーションは右から左へとオペレートするものとする�R�R）．
2. この差分∆zのフラクションをとる．

この差分のフラクションは，四元数のべき乗を用いて

(∆z)t

と表される�R�k）．
3. はじめの四元数 x をとり，それをステッテプ 2で得られた差分で補間をする．

z(t) = (∆z)t x

手続きは以上である．後はこの計算を実行すればよい．
x; y も zも大きさ１の単位四元数であるから，

jx j = jyj = jzj = 1

が成り立つ�R�j）．
いま x; y をそれぞれ x = 1; y = cos � + n sin � ととろう．このように x; y をとっても議論の一般性を失

うことはない．ここで，n = in x + jn y + knz である．
第 1ステップではまず差分∆zを導こう．四元数 x に差分 ∆zをオペレートすれば，

(∆z)x = y

となるから，右から x � 1 をかけると四元数の差分 ∆zは

∆z = yx � 1 (6.1)

と求められる．
第 2ステップが少し面倒である．差分のフラクションをとる．これは

(∆z)t = (yx � 1)t

= cos t� + n sin t� (6.2)

となる�R�9）．
第 3スッテプは四元数 x に差分のフラクション (∆z)t を左からかければよい．x = 1ととっていたから

z = (∆z)t x

= (cos t� + n sin t� ) � 1

= cos t� + n sin t� (6.3)

11） この差分は付録 7で説明をする．またオペレーションの順序が [9]とは違っている．
12） フラクション (fraction)とは小部分，断片とか分数を意味する．ここでは差分の小部分という意味に使っている．
13） 前に述べたベクトルの球面線形補間ではベクトルの大きさを r ととった．もちろんベクトルの大きさ r = 1 ととっても何の
不都合も生じない．

14） ここで (� z) t は差分 � zのべき乗を表す．この計算の詳細は付録 8に述べる．
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