
量子力学におけるトポロジーと対称性

谷 村 省 吾

量子力学というと，ミクロの世界だけを伺う顕

微鏡のようなイメージを持たれているかもしれな

いが，じつは，我々の住んでいる空間の全貌を見

渡す道具にもなり得るのである．量子力学の視点

から，空間の対称性とトポロジーを把握する，と

いう話しをしたい．∗1）

1. 対称性

まず，対称性という考えについて，簡単に見直

しておこう．対称性とは，何かに何らかの操作を

施しても変わらない，ということである．これで

は何のことだかわからないかもしれないが，言葉

づかいだけ先に説明すると，Aという対象にRと

いう操作を施して A′ という対象に移したつもり

が，A′ は元の Aと一致していた，というときに，

「Aは操作 Rの下で不変である」とか，「Aは操作

Rについて対称性を持つ」とか言う．

例を挙げよう．図 1に示すように，二等辺三角

形は，頂点から底辺におろした垂線について鏡写

しに左右を入れ替えると，元の三角形とぴったり

重なる．つまり，二等辺三角形は鏡映の対称性を

持つ．一般の三角形は，鏡に写しても，元の形と

重ならない．つまり，鏡映の対称性を持たない．正

*1） 本稿は，数理科学 2002 年 11 月号 (Vol.40-11, No.473)

pp.48-53，および，別冊・数理科学「量子の新世紀—量子
論のパラダイムとミステリーの交錯」(2006年) pp.183-189

に掲載された．

図 1 三角形の対称性

φ

図 2 円の対称性

三角形は，鏡映の対称性を持っているし，さらに，

120◦ずつの回転対称性も持っている．正方形，正

5角形，正 6角形などについても，それを不変に

とどめる操作がもっとたくさんあることがわかる

だろう．

いま挙げたのは離散対称性の例である．正方形

は 90◦ ずつの回転について不変，というように，

操作の仕方が飛び飛びである．それに対して，図

2に示す円は，任意の角度の回転について不変で

ある．こういう対称性を連続対称性と言う．同様

に，直線は，その直線に沿って任意の長さ分だけ

ずらす操作について不変であるし，平面は，その

平面に平行な移動について不変である．
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2. 力学における対称性と保存則

図形の対称性は，図を描いたり，紙を切り抜い

て作った図形を動かして見れば，直観的に理解し

やすい．しかし，ここでは，もう少し抽象的な，力

学法則の対称性というものについて踏み込んで考

えてみよう．

力学とはものの運動を扱う科学で，ある初期条

件で，ものを投げるなり，スイッチを入れるなり

したら，その後何が起こるかを予測するものであ

る．何か実験を行うとする．初期状態Aという設

定から実験を開始して，時間 tが経過した後には，

U(t)Aという状態が観測されたとする．U(t)とい

うのは時間の経過を表す操作だと思ってもらえば

よい．この段階では，力学の法則に従って，もの

ごとが時間とともに変化していっているのである．

さて，力学法則の対称性とはこういうことであ

る．Rという操作を考える．例えば，実験装置を隣

の部屋にいっせいに移動するという操作を考える．

初期状態Aを移動させた状態をRAとして，ここ

から実験を再開すると，時間 tが経過した後には，

U(t)RAという状態が観測されることになる．

まとめると，実験装置を移動してから，実験を

行った結果は，U(t)RAである．もし，実験を行

ってから，実験装置を移動すれば，その結果は，

RU(t)Aである．ここで問題になるのは，U(t)RA

とRU(t)Aは一致するだろうか，ということであ

る．図式で書くとこんなふうになる：

移動操作

A −→ RA

時間発展 ↓ ↓
U(t)RA

U(t)A −→ RU(t)A

標語的には，

U(t)R = RU(t) (1)

か？と問うている．

力学の法則においては，U(t)と R は順序交換

可能である．つまり，実験装置を隣の部屋に置い

ても，実験結果は変わらないのである．このこと

を，力学法則は並進移動についての対称性を持つ，

と言う．これは当たり前のようなことだが，じつ

は当たり前ではない．ある人の実験室では起きる

という現象が，他の人が別の実験室で試そうとし

ても起きないような現象であっては困るのである．

どこでやっても同じ結果になるべきである．

力学法則は，並進移動の対称性のほかにも，回

転対称性，少し高級になるけれど，相対性理論の

ポアンカレ対称性などというものも持っている．

対称性は，物理法則が普遍的に成り立つために

最低限必要な条件みたいなものだが，もっと積極

的な意味も持っている．古典力学をラグランジュ形

式という形に定式化すると，対称性があれば，保

存量がある，ということが証明される．これをネー

ターの定理と言う．ハミルトン形式まで持ってい

くと，逆に，保存量があれば，それは連続対称性

の生成子であり，したがって対称性がある，とい

うことも証明される．

ネーターの定理の内容をざっと見よう．ネーター

の定理は，無限小変換 qi → qi + εφi(q) (εは無

限小パラメータ) の下で，ラグランジアンが

L(q, q̇) → L(q, q̇) + ε
dW (q)

dt
(2)

だけの変化しか受けないならば (W = 0 の場合

L は不変，そうでない場合 L は準不変であると

言う)，

G :=
∑
i

∂L

∂q̇i
φi(q)−W (3)

は保存量であることを主張するものである．証明

はただの計算問題である：

dG

dt
=

∑
i

[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
φi +

∂L

∂q̇i

d

dt
φi

]
− dW

dt

=
∑
i

[
∂L

∂qi
φi +

∂L

∂q̇i
φ̇i

]
− dW

dt

=
δL

δε
− dW

dt
=
dW

dt
− dW

dt
= 0.

1行目から 2行目に移るときにオイラー・ラグラ

ンジュ方程式を用いた．
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量子力学では，対称性と保存則の関係はもっ

と直接的である．U(t) は時間発展演算子であり，

U(t) = e−iHt/h̄で与えられる．ハイゼンベルグの

運動方程式を思い出せば，対称性 (1)は，即，R

の保存則を意味することがわかるだろう．

3. 磁場中の力学と保存量

さて，力学系の例として，磁場中の荷電粒子の

運動を考えよう．磁場中を荷電粒子が運動すると，

ローレンツ力を受けて粒子の進行方向が曲げられ

る，という現象は，じつにありふれた出来事であ

る．テレビのブラウン管や，電子レンジのマグネ

トロンは，電子の進行方向を磁場で制御したり，電

子に円軌道を描かせたりする装置である．太陽か

ら吹き出された荷電粒子が，地球の磁場でその方

向を曲げられて，北極や南極に向かって降り注い

で生じるのが，オーロラである．おおざっぱな言

い方をすれば，固体中の電子の進行方向が磁場で

曲げられるのが，ホール効果である．

そういった物理的状況は面白いし，忘れてはい

けないのだが，ここでは理想的な状況として，一

様な磁場の場合だけを考える．まずニュートン力

学の視点から考察を始める．3次元空間磁場中の

荷電粒子の運動方程式はローレンツ力

m
dv

dt
= ev ×B (4)

で与えられる．mは粒子の質量，eは電荷，v は

B
v

m

図 3 サイクロトロン運動

速度であることはいいだろう．磁場B が一定なら

ば，荷電粒子は，いわゆるサイクロトロン運動を

行い，らせん軌道を描く (図 3)．このとき，次の

保存量が存在する：

E =
1

2
mv2 (5)

p = mv − er ×B (6)

Q = mv ·B = p ·B (7)

J = (mr × v − 1

2
er × (r ×B)) ·B (8)

これらが保存量であることは，時間微分を計算す

ればゼロになることで直接確かめられる．ローレ

ンツ力は進行方向に垂直なので，力学の意味の仕

事をしない．だから運動エネルギーEが保存され

る．ローレンツ力は磁場にも垂直なので，磁場に

平行な運動量成分Qが保存される．じつは運動方

程式 (4)は

d

dt
(mv) =

d

dt
(er ×B) (9)

と書き換えられることに気づけば，(6) に定義し

た運動量 p の 3 つの成分すべてが保存すること

がわかる．磁場に平行な軸の周りの回転対称性が，

角運動量 J の保存を許す．こうして 6 つの保存

量が見つかる．しかし，これらのうち Q は独立

な保存量ではない．独立な保存量は E,p, J の合

計 1 + 3 + 1 = 5つである．一方，自由度の数は

3× 2 = 6つ．したがってこの系は可積分である．

次にラグランジュ力学の視点で同じ系を見てみ

る．ラグランジアンで力学を書こうとすると，力

そのものではなく，ポテンシャルを導入すること

が必要になる．それがちょっとした問題のタネに

なる．

ここでは 2次元に話を限る．R2 上の一様磁場

は，Bを実数定数として，F = dA = Bdx∧dy で
与えられる．これはもちろん並進不変である．ベ

クトルポテンシャルは，例えば A = Bxdy で与

えられる．これは y方向の移動について不変だが，

x方向の移動では不変ではない．しかし

A(x+ a) = Bxdy +Bady

= A(x) + d(Bay) (10)
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であるから，x方向の平行移動と同時にゲージ変

換を施せば，Aは不変である．ラグランジアンは

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) +Bxẏ (11)

である．適当に単位系を取り直して，質量mや電

荷 eは 1 にした．運動方程式は

ẍ = Bẏ, ÿ = −Bẋ (12)

である．x方向の平行移動の下で Lは

L(x+ a)− L(x) = Baẏ =
d

dt
(Bay) (13)

という全微分だけの変化を受けるという意味で準

不変であるし，y方向の平行移動の下で Lは不変

であるから，ネーターの定理 (3)は保存量

p̃x :=
∂L

∂ẋ
−By = px −By = ẋ−By, (14)

py :=
∂L

∂ẏ
= ẏ +Bx (15)

の存在を教えてくれる．

同じ系は，ハミルトニアンとシンプレクティッ

ク形式

H =
1

2
p2x +

1

2
(py −Bx)2, (16)

ω = dpx ∧ dx+ dpy ∧ dy (17)

でも定義される．対応する運動方程式は，

ẋ = px, ṗx = B(py −Bx),

ẏ = py −Bx, ṗy = 0. (18)

このときも，保存量は (14), (15) で与えられる．

また，座標変換 py → py +Bxを施せば，(16)，

(17)は

H ′ =
1

2
(p2x + p2y), (19)

ω′ = dpx ∧ dx+ dpy ∧ dy +Bdx ∧ dy(20)

に移る．運動方程式は

ẋ = px, ṗx = Bpy,

ẏ = py, ṗy = −Bpx (21)

となる．このとき

p̃x := px −By, p̃y := py +Bx (22)

が保存量である．H ′, p̃x, p̃y が保存量であること

から，

H ′ =
1

2
(By+p̃x)

2+
1

2
(Bx−p̃y)2 = E(23)

が定数であり，この座標系では，(x, y)平面に射

影した軌道は，(p̃y/B,−p̃x/B) を中心とする半径
√
2E/B の円であり，(px, py)平面に射影した軌

道は，(0, 0) を中心とする半径
√
2E の円である．

4. 磁場中の量子力学

ユークリッド空間のまま，量子力学に視点を移

してみよう．ハミルトニアン (16)に対応する量子

力学系のシュレディンガー方程式は

Hψ =
1

2

[(
− ih̄

∂

∂x

)2

+
(
− ih̄

∂

∂y
−Bx

)2
]
ψ

= Eψ (24)

である．量子効果がどこに現れるか追跡していく

ために，プランク定数 h̄を 1にせずに残しておく．

H と可換な演算子は

P̃x := −ih̄ ∂

∂x
−By, Py := −ih̄ ∂

∂y
(25)

である．これらが生成するユニタリ変換は

(Ux(a)ψ)(x, y) = e−iP̃xa/h̄ψ(x, y)

= eiBay/h̄ψ(x− a, y)(26)

(Uy(b)ψ)(x, y) = e−iPyb/h̄ψ(x, y)

= ψ(x, y − b) (27)

である．とくに Ux(a) は平行移動とゲージ変換の

合成になっていることに注意してほしい．x方向，

y方向の平行移動は可換ではない：

Ux(a)Uy(b)Ux(−a)Uy(−b) = eiBab/h̄.(28)

このように磁場の影響で非可換になった並進対称

性の群を，磁気並進群と言う．

連続並進対称性があるので，変数分離ができる．

例えば，Py の固有値を h̄k として，
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ψ(x, y) = eikyϕ(x) (29)

とおくと，シュレディンガー方程式 (24)は[
− h̄

2

2

∂2

∂x2
+

1

2
(Bx− h̄k)

2

]
ϕ(x)

= Eϕ(x) (30)

となり，調和振動子に帰着する．エネルギー固有

値は

E = h̄|B|(n+
1

2
) (n = 0, 1, 2, · · ·) (31)

となる．これはいわゆるランダウレベルに他なら

ない．各固有値は，−∞ < k < ∞ について無限

重に縮退している．

5. トーラス

ここまでは 2次元ユークリッド空間R2 上での

話しである．これをトーラス T 2 上で考えるとど

うなるか．トーラスは，一辺の長さが 1の正方形

の対辺上の点を同一視して構成される (図 4)．言

い換えると，任意の 2つの整数 (m,n) ∈ Z2につ

いて，(x, y) ∈ R2の点を，(x+m, y+n)と同一

視することによってトーラスは得られる．従って，

トーラス上の粒子について物理量 f(x, y)を考え

ると，それは f(x+1, y) = f(x, y+1) = f(x, y)

を満たす周期関数でなければならない．そうでな

ければ，f(x, y)はトーラス上の一価関数とは言え

ない．

T 2の上では，(16)のH や (14)の p̃xは一価関

数ではない．また，(19)のH ′は一価であっても，

(22)の p̃xや p̃y は一価関数ではない．つまり，平

行移動の生成子が大域的には存在しない．

b

aa

b
b b

図 4 2 次元トーラスは正方形の対辺の同一視に
よって作られる．

6. トーラス磁場中の量子力学

この事情は量子力学でより鮮明になる．シュレ

ディンガー方程式 (24)が T 2上でよく定義される

ためには，波動関数が擬周期条件

ψ(x+ 1, y) = eiBy/h̄ψ(x, y),

ψ(x, y + 1) = ψ(x, y) (32)

を満たせばよい．つまり，この条件で定義される

関数空間の上でH は自己共役作用素となる．x方

向と y方向の条件が両立するためには，

ψ(x+ 1, y + 1) = eiB(y+1)/h̄ψ(x, y + 1)

= eiB/h̄eiBy/h̄ψ(x, y)

と

ψ(x+ 1, y + 1) = ψ(x+ 1, y)

= eiBy/h̄ψ(x, y)

とが一致しなければならないから，eiB/h̄ = 1 で

なければならない．つまり，

B = 2πh̄q (33)

で qは整数でなければならない．つまり磁束が量

子化される．qをトーラス磁気数という．

トーラス上であっても，(25)の P̃x, Py は (24)

のH と可換である．ところが，擬周期条件を満た

す ψ にこれらが作用してできた Pψ は擬周期条

件を満たさない：

P̃xψ(x, y + 1) = (P̃x −B)ψ(x, y), (34)

Pyψ(x+ 1, y) = eiBy/h̄(Py +B)ψ(x, y)(35)

つまり，これらの演算子の作用は与えられた関数

空間の上で閉じていない．すなわち，トーラス上

では無限小平行移動の生成子が存在しない．しか

し有限長さの平行移動なら可能性がある．ユニタ

リ変換 (26), (27)によって平行移動された波動関

数がまた擬周期条件 (32)を満たすかどうか調べる

と，(33)を使って，
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(Ux(a)ψ)(x, y + 1)

= eiBa(y+1)/h̄ψ(x− a, y + 1)

= eiBa/h̄eiBay/h̄ψ(x− a, y)

= e2πiqa(Ux(a)ψ)(x, y),

(Uy(b)ψ)(x+ 1, y)

= ψ(x+ 1, y − b)

= eiB(y−b)/h̄ψ(x, y − b)

= e−iBb/h̄eiBy/h̄ψ(x, y − b)

= e−2πiqbeiBy/h̄(Uy(b)ψ)(x, y)

となるから，Ux(a), Uy(b) によって平行移動され

た波動関数がまた擬周期条件 (32) を満たすため

には，

a =
nx
q
, b =

ny
q

(36)

で nx, nyが整数であることが必要十分である．つ

まり，対称性は離散的な平行移動に限られる．ま

た，擬周期関数の上で，

(Ux(1)ψ)(x, y) = eiBy/h̄ψ(x− 1, y)

= ψ(x, y), (37)

(Uy(1)ψ)(x, y) = ψ(x, y − 1) = ψ(x, y)(38)

となるから，長さ 1の平行移動Ux(1), Uy(1)は恒

等変換であることがわかる．しかし，(28)に見た

ように，Ux, Uy の作用はスカラー倍の分だけ非可

換である．したがって，量子系の対称性は Zq×Zq

の射影表現である．（Zq = Z/qZ．）

この離散並進対称性の表現は次のように構成さ

れる．表現空間の基底を |0⟩, |1⟩, · · · , |q− 1⟩ と書
く．平行移動の演算子の作用を

Ux

(
nx
q

)
|m⟩ = |m+ nx (mod q)⟩ (39)

Uy

(
ny
q

)
|m⟩ = e−2πinym/q|m⟩ (40)

で定める．これらが (28)を満たしていることは，

順次，演算子の作用を計算すれば，直接確認でき

る．これら基底ベクトルで張られる空間は既約表

現空間になっており，したがって各エネルギー固

有値 (31)は q重に縮退している．トーラス磁気数

1つごとに，エネルギー準位が 1つずつある，と

解釈してよい．

7. 並進対称性の破れのしかけ

さて，いままで議論してきたことをまとめてみ

よう．一様磁場は，磁場がどこでも一定であると

いうことを意味しており，したがって並進移動に

ついて不変である．ところが量子力学を定式化す

るためには，磁場そのものではなく，ベクトルポ

テンシャルを用いなければならない．ベクトルポ

テンシャルを微分すると磁場になるのだから，磁

場がゼロではないときは，ベクトルポテンシャル

は一定ではあり得ない．つまり (10) に見たよう

に，ベクトルポテンシャルは場所場所によって異

なる値を持つ．しかし，このことは，すぐには並

進対称性の破れにはつながらない．並進移動しつ

つ，ゲージ変換すれば，またベクトルポテンシャ

ルの不変性を回復させることができるからだ．こ

れが (26)で与えた変換に他ならない．つまり x方

向に長さ aだけ移動しつつ，eiBay/h̄ だけゲージ

変換を施した波動関数は，同じシュレディンガー

方程式 (24)に従う．

ところが，舞台がトーラスになると，逃げ道が

ふさがれてしまう．トーラスは，右の端と左の端，

上の端と下の端がつながっているので，そこを動

き回る粒子の波動関数は，(32)の擬周期条件を満

たさなければならない．そうすると，まずトーラ

スを貫く磁束Bが勝手な値をとることが許されず，

(33) に示したように 2πh̄ の整数倍という飛び飛

びの値に量子化される．ゲージ変換関数 eiBay/h̄

も，y について周期 1の周期関数でなければなら

ず，したがって，移動の歩幅 aも，Baが 2πh̄の

整数倍となるような値に制限される．けっきょく，

並進対称性は離散対称性に限られる．

こうした対称性の破れは，量子力学に独特のも

のであって，古典力学には現れない．古典力学には

波動関数というものがないので，擬周期条件を課

す，という対象がないからである．磁束の量子化
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条件 (33)において，形式的にプランク定数 h̄をゼ

ロにすると，磁束の量子化は消えてしまう．トー

ラス磁場中で古典力学を定式化すると，保存量は

局所的には定義されるが，大域的な一価関数とし

て定義されない，で，おしまいである．量子力学

を定式化すると，連続対称性は破れているが，歩

幅を量子化した離散対称性なら残っていることが

わかる．

8. 量子力学は世界を見渡す

ユークリッド空間と，トーラスとは，局所的に

は同形であるが，量子力学は，いつも空間全体を

眺める性格があるため，これら２つの空間の違い

を見分けるのである．空間のトポロジーと，量子

力学の関わりは，至る所に発見される．一様磁場

という，こんな単純な系でも，トポロジーの違い

は対称性の違いとして，はっきりと見て取れる，と

いう例をここでは挙げた．世界の大域を見渡す視

点を持っていれば，また新たなトポロジーと量子

力学の関わりを見つけられるだろう．量子力学の

視点を通して，我々の空間が，ミクロやマクロのス

ケールでどんな形をしているのか知ることが，筆

者の夢である．

この論考は，坂本眞人氏（神戸大学）との共同

研究を通じて深められたものである．氏に感謝し

ている．
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