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1. 古典力学と量子力学

∗1）編集部からいただいた仮題は「半古典論，量

子古典対応」，それも「量子力学の数学的技法」と

いう特集の中でという依頼で，どうして私に？と

私が戸惑うのも無理はなく，そのようなテーマで

あれば量子力学に関わる数理的研究をされている

方なら誰しも一家言をお持ちであり，谷村に執筆

を任せるよりもふさわしい方々が全国におられる

からである．そうは思うものの，せっかくいただ

いた題に乗って，私が読み聞きして知ったこと・

考えていることをお話ししたい．

古典力学と量子力学をどう捉えるか？ まず名

前と歴史から考えよう．古典力学 (classical me-

chanics)というからには「古い力学」である．な

ぜそう呼ばれるかというと，それまでの力学とは

一線を画する「新しい力学」がある時期に生まれ

たからである．新しい力学は量子力学 (quantum

mechanics)と言う．1900年頃から
ふく

輻
しゃ

射や原子の

理論として量子論 (quantum theory)が徐々に形

成されていたが，1924 年に Born が論文の題に

Quantenmechanikと書いたのがこの言葉の初出

らしい．1925年に Bornと Jordanが決定版とも

言える論文を著し，再びこの言葉を題に掲げた．

「これこそが原子の世界の真の力学法則だ」という
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に掲載された．

自信と意気込みが Bornにあったのだろう．当時

JordanはBornの助手として量子力学の建設に加

担する立場だった1)．

古典力学という名称を誰が最初に使ったのか私

はつきとめていないが，ともかく量子力学の出現

に伴って，量子力学ではない力学は古典力学と呼

ばれることになった．ただ「力学」というと意味

が限定的に感じられるせいか，電磁気学や相対性

理論は「古典論・古典物理」という
はん

範
ちゅう

疇 に入れら

れることが多い．ついでに量子力学以前の量子論

は前期量子論 (old quantum theory)とも呼ばれ

る．何かにつけ「古い」，「新しい」とレッテルを

貼るのは品がないような気もするが，そういう習

わしである．なお，古典力学は「古くて今では誰

も研究しない力学」ではなく，現代でも利用され

ているのはもちろんのこと，今も研究され発展し

つつある．

古典力学と量子力学の相違点を言う前に共通点

を言おう．私は「力学」というものを「系・状態・

物理量・値・運動」という 5者の存在様式と関係

を記述する理論だと規定したい2)．力学の構文は

「Aという系が，Bという状態にあるとき，Cとい

う物理量は，Dという値をとる」という形式であ

る．例えば「質量 144gのボールが時速 120kmで

飛んでいるときエネルギーは 80Jである」という

文は力学の文である．「水素原子が第 1励起状態に

あるとき電子の束縛エネルギーは 3.4eVである」

という文も力学の構文にのっとっている．これら
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の例文には「運動」が現れていないが，運動とは

状態の変化あるいは物理量の変化のことを言う．

古典力学と量子力学の相違点は何か？ 第一に対

象とする系が違う．古典力学は惑星や振り子や流

体など，人間の目に見え手に触れるような大きさ

の系を対象にする．量子力学は原子・電子・素粒

子など，人間の通常の感覚では検知するのが困難

であるような小さな系を対象にする．しかし目に

見えるほどの大きな系でも古典力学では説明のつ

かない「巨視的量子効果」と呼ばれる挙動を示す

ことがあるので，「大きければ古典，小さければ量

子」という分け方は絶対的なものではない．

第二に，物理量の代数構造が異なる．物理量に

はスカラー倍・和・積などの演算規則があるが，古

典力学の物理量の積は可換 (AB = BA)，量子力

学の物理量の積は非可換 (AB ̸= BA)である．こ

の点が両者の決定的な違いである．

この他に，古典力学ではエネルギーや角運動量

の値が連続的に変動できるが，量子力学では離散

的な飛び飛びの値しか許されないという，連続値

と離散値の違いがある．また，古典力学では系の

状態を適切に調節すればすべての物理量の測定値

を一意的に予測できるが，量子力学では状態をど

う選んでもすべての物理量の測定値は一意的には

決められず確率的なゆらぎを免れないという，決

定論と確率論の違いもある．しかし，これらの差

異もまた物理量代数の可換・非可換という差異に

由来すると言ってよい．非可換代数に基づく力学

は 1925年の Heisenbergの行列力学に始まるが，

以下では Segal3)が 1947年に定式化した代数的量

子力学の観点から古典力学と量子力学を対比させ

よう．

2. なぜ非可換だと離散値なのか？

力学では物理量 (observable)と値 (value)の概

念を区別する．例えば「エネルギー」は物理量で

あり，「80J」はエネルギーの値である．非可換なの

は物理量の積であり，値の積ではない．物理量は

抽象的なシンボルでしか表せないものだ．物理量

A,Bの和A+Bや積ABや，複素数 λ ∈ Cによ
るスカラー倍 λAが定められる．単位元と呼ばれ

る特別な元 1がありA1 = 1A = Aを満たす．線

形性と結合律と分配律を満たす集合は代数と呼ば

れる．さらに各元 Aの共役 A∗ が定まっていると

∗（スター）代数，各元 Aのノルム ||A||（非負実
数）が定義され ||A∗A|| = ||A||2 という性質と完
備性が備わっていると C∗（シースター）代数と

呼ばれる．物理量全体の集合は ∗代数になり，有
界物理量全体の集合は C∗ 代数になる．

物理量の値をどう定めるか？ 物理量代数A の

元Aに対しAA′ = A′A = 1となるA′ ∈ A があ

れば A′ を Aの逆元という．しかし逆元は存在す

るとは限らない．とくに 0には逆元が存在しない．

物理量Aと複素数 cに対しA−c1の逆元が存在し

ないとき，cはAのスペクトル値 (spectral value)

であるという．ニュアンスとしては，「A− c1の逆

元がない」ことは「A− c1の値が 0になることが

ある」つまり「Aの値が cになることがある」と

解釈できる．Aのスペクトル値全体の集合を σ(A)

と書く．

スペクトル値は一つの物理量Aだけで決まるも

のではなく，物理量代数A によって決まる4)．ス

ペクトル値は「A− c1の逆元が代数A の中にあ

るかないか」という条件で規定されるからだ．

可換代数の例を挙げると，Q,P は Q∗ = Q,

P ∗ = P と [Q,P ] := QP − PQ = 0 を満たす物

理量で，そのスペクトル集合は σ(Q) = σ(P ) = R
（実数全体）だとする．このとき調和振動子のエネ

ルギーと呼ばれる物理量

H :=
1

2m
P 2 +

1

2
mω2Q2 (1)

のスペクトルは σ(H) = [0,∞) （非負実数全体）

になる．ここでm,ω は正の実数である．P も Q

も連続的な実数値をとるとしたらH が連続的な非

負の実数値をとるのは当たり前に見える．

ところが [Q,P ] = 0という仮定を [Q,P ] = iℏ1
（ℏは正の実数）で置き換えて非可換代数に移行す
ると，σ(Q) = σ(P ) = R であってもH のスペク

トルは
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σ(H) =
{
ℏω

(
n+

1

2

) ∣∣∣n = 0, 1, 2, · · ·
}

(2)

という離散値に限られる．物理量としてのH は式

(1)で定められているが，H の値はたんに「P の

値と Qの値を 2乗して足した値」ではない．

同様に，物理量Qj , Pj (Q
∗
j = Qj , P

∗
j = Pj ; j =

1, 2)から角運動量と呼ばれる物理量

L := Q1P2 −Q2P1 (3)

を定めると，可換代数の中では Lのスペクトルは

σ(L) = Rである．しかし，Qj , Pj が

[Qj , Qk] = 0, [Pj , Pk] = 0,

[Qj , Pk] = iℏδjk1 (4)

を満たす非可換量だとすると L のスペクトルは

σ(L) = ℏℓ (ℓ = 0,±1,±2, · · · ) となる．つまり，
同じ式 (3)で規定される物理量 Lであっても，そ

れが可換代数の中にあるか非可換代数の中にある

かによって，Lが取り得る値は連続になったり離

散になったりする．

実数や複素数は可換代数をなす．物理量代数が

可換ならば物理量の演算とスペクトル値の演算は

準同形対応がつくが，物理量代数が非可換な場合

は，物理量の演算とスペクトル値の演算は対応が

つかず，スペクトル値は物理量の定義式から素朴

に予想される値とは食い違ってくる．

3. なぜ非可換だと確率論なのか？

この表題の言い方は不正確で，正しくは，可換代

数でも確率論を使う場面はあるが，非可換代数で

は確率論の使用が不可避になると言うべきである．

前節で物理量のスペクトル値という概念を導入

したが，じつは値には 2種類の値があり，もう一

つは期待値と呼ばれる．各物理量 A ∈ A に値

ν(A) ∈ Cを対応させる写像 ν : A → Cが任意の
λ ∈ Cと任意の A,B ∈ A に対して

ν(λA) = λ ν(A), (5)

ν(A+B) = ν(A) + ν(B), (6)

ν(A∗A) ∈ R かつ ν(A∗A) ≥ 0, (7)

ν(1) = 1 (8)

を満たしていれば ν を物理量代数 A 上の状態

(state) といい，ν(A) を物理量 A の期待値 (ex-

pectation value)という．

状態 χ が χ(AB) = χ(A)χ(B) も満たして

いれば χ を A 上の指標 (character) という．指

標の値 χ(A) = c は A のスペクトル値である．

なぜなら A − c1 の逆元 T が存在したとすると

T (A− c1) = 1となり，これを指標に代入すれば

χ(T (A− c1)) = χ(1) = 1

となるが，この式の左辺は，χ(A) = cを代入す

ると

χ(T (A− c1)) = χ(T )χ(A− c1)

= χ(T ) (χ(A)− c) = 0

となるので矛盾を生ずる．従って A − c1の逆元

は存在せず，χ(A) = cは Aのスペクトル値であ

る．そうすると指標状態 χ : A → Cは各物理量
Aにスペクトル値 χ(A)を割り当てる写像であり，

すべての物理量の値が一意的に確定している状態

だと言える．

しかし，一般に非可換代数に対する指標は存在

しない．例えば正準交換関係 [Q,P ] = iℏ1 で定ま
る代数に対して指標 χがもしあれば

0 = χ(Q)χ(P )− χ(P )χ(Q)

= χ(QP − PQ) = χ(iℏ1) = iℏ

となって矛盾を生ずる．ゆえに Qと P に同時に

スペクトル値を割り当てるような指標状態は存在

しない．

可換代数 A に対しては指標が存在する．しか

も指標全体の集合 Sp(A )に適当な位相を入れる

と，任意の物理量 Aは Sp(A )上の連続関数

Ǎ : Sp(A ) → C, χ 7→ Ǎ(χ) := χ(A) (9)
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とみなせる（Gelfand-Naimarkの双対性）．また，

任意の状態 ν に対し

ν(A) =

∫
Sp(A )

χ(A)ρν(χ)dχ (10)

となる確率測度 ρν が一意的に存在する（Riesz-

Radon-Markovの表現定理）．つまり状態 ν は確

率 ρν(χ)の重みで指標状態 χが混合した状態だと

解釈できる．

非可換代数 A に対しては指標は存在しないの

が普通だが，それでもA の可換部分代数M に限

定すれば指標は存在し，物理量 A ∈ M は (9)と

同様に関数 Ǎ : Sp(M ) → C とみなせる．とくに
ただ一つの物理量 Aに注目すれば Aが生成する

代数 G (A)は必ず可換代数なのでこれに対する指

標があり，スペクトル値 χ(A)の出現確率が (10)

の ρν(χ)で定められる．このことは (10)の ν(A)

を「平均値」と解釈することと整合している．物

理的には，同一の状態 ν の系を多数用意して，そ

れぞれに対して物理量Aの測定を行うと，Aのス

ペクトル値のうちのどれかが測定値として得られ，

そうして集めた測定値の平均が期待値になる．

念のために言うが，非可換な量 A,B に対して

は，一般に A,B のスペクトル値 a, b に対して

ν(A) = aかつ ν(B) = bとなるような状態 νは存

在しない．両方の物理量の値が確定した状態がな

いのは不確定性関係の一種である．しかも「A = a

かつB = bが得られる確率」を定義することもで

きない．確率的にでもA,Bが同時に何らかの値を

持っていると想定すると，量子力学と矛盾し，か

つ実験で否定される命題（例えば Bellの不等式）

が導かれる2)．

4. 量子化の技法

歴史的には古典力学では説明のつかない原子や

輻射の現象を説明するために量子力学が創られた

わけだが，量子力学は古典力学とは無関係に創ら

れたのではなく，古典力学を足掛かりにして量子

化 (quantization)という手順を踏んで構築された．

もともと量子化という言葉はエネルギーなどの物

理量の値が飛び飛びの離散値に限定されることを

指しており，その離散値を決める条件を「量子条

件」と呼んでいた．Bohr, Wilson,石原, Sommer-

feldの量子論はそういうものだった（日本人も先

駆的な研究をしていたのである）1)．

Born, Jordan, Diracによって古典力学から量

子力学に移行する明確な手続きが与えられた．そ

れは可換代数を非可換化する手続きである．どん

な可換代数でも量子化できるわけではなく，当初

与えられたのは正準構造を持つ古典力学系の量子

化である．

正準古典力学系は偶数次元空間 R2s を状態空

間とし，R2s 上の微分可能関数を物理量とし，そ

れらのスカラー倍・和・積で定まる代数を持ち，

Poisson 括弧が定義されている．R2s の座標を

(q,p) = (q1, · · · , qs, p1, · · · , ps) とすると，物理
量はこれらを変数とする実数値（あるいは複素数

値）関数 u(q,p), v(q,p) であり，これらの Pois-

son括弧は

{u, v} :=

s∑
j=1

( ∂u

∂qj

∂v

∂pj
− ∂u

∂pj

∂v

∂qj

)
(11)

で定義される．Dirac流の量子化は，関数 u, vに

抽象的な記号 û, v̂を対応させ，

[û, v̂] = iℏ {̂u, v} (12)

が成り立つことを要請する．左辺は交換子 [û, v̂] =

ûv̂− v̂û である．物理量はPlanck定数とPoisson

括弧の分だけ非可換だ，という式である．不思議

だが，このように Poisson括弧を交換子で置き換

えた非可換代数で調和振動子や水素原子のエネル

ギーのスペクトル値を計算してみると，実験測定

値と，また前期量子論で計算された値と完全に一

致したのである．

厳密に言うと，すべての u, v ∈ C∞(R2s)につ

いて条件 (12) を満たす写像 u 7→ û は存在しな

いことが証明されている（Groenewold-van Hove

の定理5)）．表現空間の有限可約性を仮定すると

[q̂3, p̂3] = 3[q̂2p, q̂p2] という式が導かれ，これが

矛盾を生ずる．要するに高次の多項式について条
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件 (12) を整合的に満たすことができないのであ

る．従って (12)はあくまで「非可換化の指針」と

呼ぶべきものであり，実際には 1 次式の交換子

[q̂, p̂] = iℏ1̂ だけを用いて非可換代数を定める．
そのため q, pの 2次以上の多項式あるいは級数に

よる変数変換は非可換代数の同形写像にならない

という不便さがある．

Born-Jordan-Dirac流の量子化は，物理量代数

という視点から古典力学と量子力学が地続きであ

ることを明らかにした．また，前期量子論で扱わ

れた静力学的なスペクトル値の計算問題だけでな

く，一般的な運動方程式を書いてダイナミクスを

扱うことも可能にした．さらに場の量子論への拡

張の地平をも切り開いた．

Groenewold-van Hove の定理の前提条件であ

った有限可約性という制約を取り払ってでも量子

化の指針 (12) を忠実に守ろうとする試みとして

幾何学的量子化 (geometric quantization)6) と，

(12) の条件を緩めて非可換化する試みとして変

形量子化 (deformation quantization)7) がある．

どちらも一長一短あるが，変形量子化の方は関数

u(q,p), v(q,p) のスター積 (star product) u ∗ v
を定める．u∗vは (q,p, ℏ)の関数である．スター
積は結合律や

lim
ℏ→0

(u ∗ v − v ∗ u) = 0, (13)

lim
ℏ→0

1

iℏ
(u ∗ v − v ∗ u) = {u, v} (14)

を満たすとする．これらは ℏ → 0の極限で成立す

ればよいので，有限の大きさの ℏに対する Dirac

の量子条件 (12)よりは緩い条件になっている．ス

ター積は一意的に存在することが証明されており，

古典力学の可換代数の非可換化としてはなかなか

よい路線のように思えるが，スター積代数は C∗

代数にはならないことが知られており，量子力学

の構成としては不満足な段階にとどまる．

もう一つ量子化（非可換化）の方法として

Mackeyの非原始的系 (imprimitivity system)が

ある8)．この名称は言いにくいのでMackey系と呼

ばせてもらおう．測度空間 (M,B, µ)に位相群G

が推移的かつ保測的に作用して，Borel集合∆ ∈ B

ごとに P (∆)と，g ∈ Gごとに U(g)というシン

ボルがあり，

P (∆)∗ = P (∆), (15)

P (∆1 ∩∆2) = P (∆1)P (∆2), (16)

∆1 ∩∆2 = ∅

⇒ P (∆1 ∪∆2) = P (∆1) + P (∆2), (17)

P (M) = 1, (18)

U(g)P (∆)U(g)∗ = P (g∆) (19)

が成り立つとき P (∆), U(g) (∆ ∈ B, g ∈ G) で

生成される代数をMackey系と呼ぶ．P (∆) (∆ ∈
B) は可換代数を生成し，従って確率解釈が可能

で，P (∆)は領域∆ ⊂ M に粒子が見つかる確率

を与える．とくに関係式 (19)が空間の対称性と代

数の非可換性を特徴付ける．Euclid空間M = Rs

に平行移動群G = Rsが作用している場合の (19)

は正準交換関係に他ならない．Mackeyの方法は

質点の量子力学の定式化としては非常に完成度が

高い8)．

5. 古典化の機構

我々の世界は量子力学で閉じているわけではな

く，現実には古典力学で記述できる系が存在して

いる．量子力学の方が基本的な理論であるなら，何

らかの意味で量子力学から古典力学が導出される

べきである．

量子から古典へという方向性として対応原理あ

るいは古典極限という考え方がある．エネルギー

のスペクトル値に小さいものから順に付けた番号

を量子数と言う．標語的に言えば「量子数が大き

くなると量子系の挙動は古典力学的な挙動に近づ

いてくる」というのが対応原理である．これは原

理と言うよりは量子力学を構築する上での目標宣

言であり，量子力学が出来上がった今となっては

字句通りに受け止めてよいか微妙である．

量子数が極端に大きな原子は Rydberg（リ

ュードベリ）原子と呼ばれる．実験室では量子数
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n = 50 ∼ 100の原子が作られており，電子の運動

は古典力学の Kepler 運動に近づいてくる．希薄

な宇宙空間ではもっと大きな量子数の原子が安定

して存在し，量子数 n = 600 ∼ 700の原子が確認

されている9)．原子半径は n2に比例するので，こ

れほどの高励起状態の原子の半径は 0.02mmほど

になっている（人の髪の毛の直径は約 0.08mm）．

数学的には，量子数が大きいときの波動関数の

漸近挙動を古典力学を援用して解析する方法とし

てWKB近似がある．Sommerfeldの量子条件を

精密化したMaslov量子化という半古典論的方法

もあり，特性類・トレース公式・擬微分作用素な

どとの関係も深い10)．

以上は高エネルギー状態の漸近挙動を通して量

子力学から古典力学を再現しようというアプロー

チだが，物理量代数の視点に戻ると，いかにして

量子的非可換代数から古典的可換代数が出現する

か？という疑問が浮かぶ．この点についてはHepp,

Wightman, 小嶋などが，対称性の自発的破れに伴

う秩序変数 (order parameter)が古典力学的物理

量の役割を演じることを論じている11)．秩序変数

は，相転移に伴って生じる非同値な基底状態を分

類する変数であり，例えば強磁性体（永久磁石）の

中の莫大な数の電子のスピンの向きがそろってい

る度合いを表す．Andersonは秩序変数の「ゆらぎ

ない固さ」という特性を一般化剛性 (generalized

rigidity)と呼んだ12)．低エネルギー基底状態は長

波長の現象に対応するし，LanfordとRuelleが秩

序変数を無限遠方の物理量 (observable at infin-

ity) と規定したように，秩序変数の現れ方はマク

ロなスケールで古典力学変数が顕在化するという

経験則と合致している．

秩序変数・可換代数の出現機構の概略を述べる

と2)，物理量代数と状態からGNS構成という手続

きを通して物理量 A ∈ A の表現演算子

π(A) =


π1(A) 0 0 · · ·

0 π2(A) 0 · · ·
0 0 π3(A)
...

...
. . .

 (20)

が定まる．各 πiは代数A の既約表現．そうすると

Z =


z11 0 0 · · ·
0 z21 0 · · ·
0 0 z31
...

...
. . .

, zi ∈ C (21)

はすべての π(A)と可換な演算子であり，このよ

うなZを秩序変数という．各 ziが，量子的なゆら

ぎのない，古典力学的な値になっている．すべて

の zi ∈ Cについて Z を集めた集合は可換代数を

なす．とくに無限自由度の正準交換代数系には非

同値表現が存在し，π1 ̸= π2となり，z1 ̸= z2であ

るような非自明な秩序変数が現れる余地がある11)．

また，正準交換代数では表せない多様体上の量子

力学は，有限自由度であっても非同値表現を持ち，

磁場などの古典力学変数を顕在化させる2, 8)．注目

すべきは，量子系を定める物理量代数と状態だけ

を材料にして，外から何も追加することなく可換

代数が出現した点である．

小嶋はこの視点をさらに精密化・双方向化し，量

子系から古典系が創発する向きと，古典系によっ

て量子系が観測・記述・制御される向きの相互関係

をミクロ・マクロ双対性 (Micro-Macro duality)

と呼んでいる13)．

量子系から古典系へ移行する道筋としてデコヒー

レンス (decoherence)という概念がある14)．量子

系の特徴として重ね合わせの原理と干渉性がある

が，この性質が失われることをデコヒーレンスと

いう．これもまた非対角的で非可換な (20)から対

角的で可換な (21)への移行として理解できる．量

子化は一方的なものではなく，古典化への道筋も

開けている．

6. 量子が先か？古典が先か？

物理世界の基本構成要素がミクロ量子系である

ことは疑いようがなく，古典力学よりも量子力学

の方が論理的にも宇宙史的にも先行するのは真実

だろう．一方で，決定論的・古典論的物理観が我々

の世界で成立していることも確かであり，そうい
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う視点や言語がなければそもそも量子力学を語る

ことすらできなかったであろう．量子論の建設者

の一人である Bohr はこの点を強調していた15)．

Bohrは，量子力学が絶対的に正しく，古典力学は

その近似理論にすぎない，というような考え方を

していなかった．量子・古典の両方がそろって対

峙しているのが自然界のありようだと考えていた．

今でも Bohrの思想は生きていると思う．

Berezinは量子化を圏論の関手という概念で捉

えた16)．古典と量子の関係は集合・写像の概念では

捉えきれず，多対多対応まで含めて記述できる柔

軟な数学言語が必要であり，その候補として圏論

を使ったということだろう．最近Döringと Isham

はトポスを用いて理論物理全体の再定式化を企図

している17)．物理を語る数理言語を開拓する挑戦

は今も続いている．

21世紀に入り，古典力学も量子力学も成熟期を

迎えたかに見えるが，両者の意義を見直し，調和を

回復することは 21世紀ならではの課題であろう．
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